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Die leitenden Gesichtspunkte. 

1. Eine prinzipiell strenge Darstellung hat erst für den 
weiter Fortgeschrittenen Wert. Dem Anfänger ist 
besser gedient mit einer Behandlung, welche die 
verschiedenen Seiten des Stoffes zur Geltung 
bringt. Demgemäß ist die „Projektive Geometrie" 
nicht rein vom Standpunkte der Geometrie der Lage 
aus durchgeführt, sondern es wird auch der Begriff 
des Doppelverhältnisses benutzt. Viele Beweise lassen 
sich dann auch einfacher durchführen als bei der 
rein konstruierenden Methode. 

2. Auf anschauliche Konstruktionen, sowie konstruktive 
Durchführung der Figuren und Aufgaben ist jedoch 
ein Hauptgewicht gelegt. 

3. Die Eaumgeometrie ist prinzipiell von der ebenen 
Geometrie nicht zu trennen. Denn die neuere Geo- 
metrie soü insbesondere auch das Anschauungsver- 
mögen ausbilden. Dies ist schon erforderlich für die 
Figuren der ebenen Geometrie, um die Strahlen, 
Punkte usw. bei ihrer Bewegung zu verfolgen. 

4. Für gewisse Begriffe und Beweise muß auf die ana- 
lytische Geometrie verwiesen werden, so z. B. bei 
der Ordnimg imd Klasse einer Kurve. Ebenso er- 
bringt erst die Rechnung die Beweise, daß die durch 
projektive Grundgebilde erzeugten neuen Gebilde die 
allgemeinen ihrer Art sind. 

5. In dem zu Gebote stehenden Ramn konnten nur die 
wichtigsten und in erster Ijinie die projektiven Eigen- 
schaften zur Spi^ache kommen. Metrische Beziehungen 
bei Kegelschnitten, die Kreispunkte, Brennpunkts- 
eigenschaften usw. finden ihre Behandlung ohnedies 
passender in der analytischen Geometrie. 



I. Abschnitt. 

Bie perspektiye Beziehung der Grnndgebilde. 



§ 1. Die Grundgebilde. 

1. Die projektive (neuere, synthetische) Geometrie 
wurde nach mancherlei Ansätzen aus früherer Zeit in 
der ersten Hälfte des 19. Jahrhunderts zu einem System 
ausgebaut und zwar in Frankreich durch Poncelet 
und Chasles, in Deutsclüand durch Möbius, Plücker 
und namentlich durch Steiner und v. Stau dt Von 
der Geometrie der Alten unterscheidet sich die neuere 
Geometrie vor allem dadurch, daß sie von gewissen 
einfachen „Grundgebilden" ausgeht und aus ihnen in 
einheitlicher, systematischer Weise alle übrigen geo- 
metrischen Gebilde ableitet. 

Die Grundgebilde erster Stufe. 

2. Die „Elemente" der Geometrie sind der Punkt, 
die Ebene und die Gerade. Diese letztere nennen wir 
Strahl, wenn sie bloß als Ganzes betrachtet wird. Aus 
diesen drei Elementen werden die Grundgebilde der 
neueren Geometrie in folgender Weise zusammengesetzt. 
Denken wir uns eine unbegrenzte Gerade g, so enthält 
dieselbe unendlich viele Punkte, die wir uns auf ihr 
aulgereiht denken, etwa vde Perlen auf einer gerade 
gespannten Schnur. Die Gerade, aufgefaßt als Inbegriff 
aller ihrer Punkte, bezeichnen wir als gerade Punktreihe 
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oder kurz als Pmiktreihe. Weil die Punkte auf der Gre- 
raden angeordnet sind, nennen wir die Gerade den Träger 
der Punktreihe. Das erzeugende Element der Punktreihe 
ist also der Punkt. 

Durch eine Gerade kann man unendlich viele 
Ebenen legen, annäherungsweise wie die Blätter eines 
aufgeschlagenen Buches. Die Gesamtheit der Ebenen, 
die durch eine Gerade hindurchgehen, nennen wir einen 
Ebenenbüschel. 

Die Gerade heißt der Träger oder die Achse des 
Ebenenbüschels. Als erzeugendes Element dient in diesem 
Falle die Ebene. 

Nehmen wir endlich eine Ebene e und in ihr einen 
Punkt S, so können wir in dieser Ebene unendlich viele 
Gerade oder Strahlen ziehen, die überdies durch S gehen, 
ähnlich wie die Speichen eines Eades. Den Inbegriff 
aller dieser Strahlen nennt man einen Strahlenbüschel. 
Der Punkt S heiJBt der IVIittelpunkt des Büschels. Als 
erzeugendes Element ist hier die Gerade, d. h. der Strahl, 
verwendet. 

Die Punktreihe, der Ebenenbüschel und der Strahlen- 
büschel heißen die Grundgebilde erster Stufe oder die 
einförmigen Gnmdgebilde. 

Die Grundgebilde zweiter Stufe. 

3. Gehen wir aus von einem Punkte S im Räume, 
so gibt es durch ihn unendlich viele Strahlen und 
Ebenen. Den Inbegriff aller dieser Elemente bezeichnen 
wir als Bündel und zwar als Strahlenbündel oder 
Ebenenbündel, je nachdem wir Strahlen oder Ebenen 
als Elemente wählen. Der Punkt S heißt der Mittel- 
punkt des Bündels. Eine Ebene des Strahlenbündels S 
wird erzeugt durch die Strahlen des Strahlenbüschels, 
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der in dieser Ebene liegt und S zum Mittelpunkt hat. 
Im Ebenenbündel dagegen ist jeder Strahl aufzufassen 
als Achse eines Ebenenbüschels, dessen Ebenen sämt- 
lich dem Bündel angehören. Es enthält demnach der 
Bündel unendlich viele Strahlenbüschel und Ebenen- 
büschel. 

Betrachten wir femer eine unendlich ausgedehnte 
Ebene e mit allen in ihr gelegenen Punkten und Ge- 
raden, so nennt man den Inbegriff aUer dieser Elemente 
ein ebenes System oder ein Feld. Wir sprechen von 
einem Punktfeld oder einem Strahlenfeld, je nachdem 
wir die Punkte oder die Strahlen im Auge haben. Im 
Punktfeld sind die einzelnen Geraden aufzufassen als 
Pimktreihen, im Strahlenfeld die einzelnen Punkte als 
Strahlenbüschel. Das ebene System enthält unendlich 
viele Punktreihen und Strahlenbüschel. 

Der Bündel und das ebene System bilden zusammen 
die beiden Grundgebilde zweiter Stufe. Sie enthalten 
imendlich viele Grundgebilde erster Stufe. 

Das Grundgebilde dritter Stufe. 

4. Als Grundgebilde dritter Stufe können wir den 
ganzen, unendlichen Eaum mit allen in ihm enthaltenen 
Pimkten, Ebenen und Strahlen bezeichnen. Jeder seiner 
Punkte kann als Mittelpunkt eines Bündels, jede seiner 
Ebenen als Träger eines ebenen Systems, jeder seiner 
Strahlen als Achse eines Ebenenbüschels oder als Träger 
einer Punktreihe genommen werden. 

Die Gesamtheit von unendlich vielen, durch irgend 
ein geometrisches oder analytisches Gesetz definierten 
Elementen irgendwelcher Art heißt eine Mannig'faltig- 
keit. Demnach sind die Grundgebilde Mannigfaltigkeiten 
von Pimkten, Ebenen und Strahlen. 
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Um übrigens schon durch die äußere Form der 
Darstellung den Überblick über die zu betrachtenden 
Gebilde zu erleichtern, woUen wir für die geometrischen 
Elemente eine bestimmte Art der Bezeichnung 
festhalten. Wir bezeichnen: Punkte durchweg mit 
großen lateinischen Buchstaben, z. B. A, B, P, S; 
Gerade oder Strahlen mit kleinen lateinischen Buch- 
staben, wie a, b, g; Ebenen endlich stets mit kleinen 
griechischen Buchstaben, z. B. a,'j8, c. 

§ 2. Schneiden und Projizieren. Das Gesetz 

der Dualität. 

Die Operation des Schneidens. 

5. Zwei Gerade, die in einer Ebene liegen, oder 
eine Gerade und eine nicht durch sie hindurchgehende 
Ebene liefern einen Schnittpunkt; zwei Ebenen be- 
stimmen eine Schnittgerade. Das neue Schnittelement 
ist nur dann nicht vorhanden, wenn die gegebenen 
Elemente parallel sind. Diese spezielle Lage wollen wir 
zimächst von der Betrachtung ausschließeu. In jedem 
der drei obengenannten Fälle suchen wir ein Element, 
das den beiden gegebenen Elementen gemeinsam ist. 
"Wir bezeichnen diese Operation als die des Schneidens 
und müssen sie jetzt auch auf die Grundgebilde aus- 
dehnen. 

Betrachten wir einen Strahlenbüschel S (Fig. 1) 
und eine Gerade g, die in der Ebene des Büschels 
liegen, aber nicht durch seinen Mittelpunkt hindurch- 
gehen möge, so können wir die Stralüen des Büschels 
mit g zum Schnitt bringen. Wir erhalten also auf g 
eine Pimktreihe, insofern jeder Punkt dieser Geraden 
als Schnittpunkt von g mit einem Stralü des Büschels 
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aufgeiafit werden kann. Dies drücken wir in der Weise 
aus, daß wir sagen: Die Gerade g schneidet den Büschel 
S in einer Punktreihe. 

Im gleichen Sinne sind folgende Sätze zu verstehen: 
Eine Gerade schneidet einen Ebenenbüschel, dessen 
Achse sie nicht trifft, in einer Punktreihe. — Eine Ebene 
schneidet einen Ebenenbüschel, dessen Achse sie nicht 
enthält, in einem Strahlenbüschel. — Eine Ebene schneidet 
einen Strahlenbündel, durch dessen Mittelpimkt sie nicht 
hindurchgeht, in einem Punktfeld. — Es entstehen dem- 
nach aus den Grundgebilden durch die Operation des 
Schneidens auch nur wieder Grundgebilde. 

Die Operation des Projizierens. 

6. Zwei Punkte können wir durch eine Gerade ver- 
binden, zwei sich schneidende Gerade durch eine Ebene, 
einen Punkt und eine nicht 
durch ihn hindurchgehende 
Gerade ebenfalls durch eine 
Ebene. Wir bezeichnen diese 
Operation als die des Pro- 
jizierens. Sie unterscheidet 
sich übrigens von der des 
Schneidens nur durch die 
Art der gegebenen Elemente. 
Bei beiden Operationen aber 
handelt es sich darum, daß man die gegebenen Elemente 
als Träger von Gnmdgebüden betrachtet und ein diesen 
Grundgebilden gemeinsames Element bestimmt. 

Wenden wir nun auch die Operation des Projizierens 
auf die Grundgebilde an. Es sei z. B. eine Punktreihe g 
gegeben und ein Punkt S außerhalb derselben (Fig. 1). 
Dann können wir jeden Punkt von g mit S verbinden 



-fi 




Fig. 1. 



10 I. Die Perspektive Beziehung der Gnmdgebilde. 

und erhalten durch diese Verbindungsstrahlen den Strahlen- 
büschel S. Von ihm sagen wir: er projiziert aus S die 
Punktreihe. 

Ebenso wird ein Punktfeld aus irgend einem, ihm 
nicht angehörenden Punkte durch einen Strahlenbündel 
projiziert. 

Die Operation des Projizierens kann auch von einer 
Geraden aus erfolgen. Ist s irgend eine Gerade und g 
eine Punktreihe, wobei g und s sich nicht schneiden, so 
kann man durch die Punkte von g und durch s Ebenen 
legen. Es wird also die Punktreihe g aus s diu-ch einen 
Ebenenbüschel projiziert. 

Auch durch die Operation des Projizierens entstehen 
somit aus den Grundgebilden wieder nur Grundgebilde. 
Durch Projizieren und Schneiden gehen also die Grund- 
gebüde ineinander über. 

Man kann nun eine Darstellung der Geometrie durch- 
führen, bei der man bloß die Operationen des Projizierens 
und Schneidens benutzt, jede Abmessung aber, sei es von 
Strecken, sei es von Winkeln, also auch jede Rechnung mit 
solchen Größen durchaus vermeidet. Das in dieser Weise 
durchgeführte System geometrischer Untersuchung be- 
zeichnet man als die „Geometrie der Lage" oder auch als 
„Projektive Geometrie" und die dabei sich ergebenden Eigen- 
schaften der Gebüde als „projektive". Die zweckmäßigste Art 
der Behandlung dieser Geometrie wird die konstruierende 
oder synthetische sein, doch bietet die moderne Mathematik 
auch die Mittel zu einem analytischen Aufbau der pro- 
jektiven Geometrie. Im Gegensatz zu diesen Unter- 
suchungsmethoden nennt man diejenige geometrische 
Darstellung, welche von vornherein die Begriffe der Strecke 
und des Winkels einführt und auch die Beziehungen 
zwischen diesen Größen in Betracht zieht, „metrische" 
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oder „messende" Geometrie oder auch „Geometrie des 
Maßes". 

Wir werden im folgenden nicht streng eine Methode 
zur Durchführung bringen, sondern, wie es für den 
Anfänger vorteilhafter erscheint, eine gemischte Methode 
anwenden. 

Ist es möglich, aus zwei Elementen durch eine der 
Operationen des Projizierens oder Schneidens ein neues 
Element abzuleiten, so wollen wir dies letztere einfach durch 
die in Klanamern gesetzten beiden Elemente bezeichnen. Die 
Verbindungsgerade zweier Punkte A und B nennen wir 
demnach (A B), wofür wir auch häufig bloß A B schreiben, 
wenn eine Yerwechslung mit der Strecke AB ausge- 
schlossen ist. Zwei sich schneidende Gerade a und b 
bestimmen die Ebene (ab), eine Ebene a und eine Ge- 
rade g den Schnittpunkt (ag) usw. 

Das Gesetz der Dualität. 

7. Denken wir uns zwei Ebenen e^ und «g irgendwie 
im Eaume angenommen und in der ersten zwei Punkte 
A und B, in der zweiten zwei Gerade a und b gegeben. Dann 
können wir A und B durch eine Gerade (A B) verbinden 
und andererseits a und b in einem Punkte (ab) zum 
Schnitt bringen. Der Operation des Projizierens, ange- 
wandt auf zwei Punkte, ordnen wir damit die Operation 
des Schneidens, durchgeführt für zwei Gerade, zu. Liegen 
in der ersten Ebene drei Punkte A, B, C auf einer Ge- 
raden g, so können wir in der zweiten Ebene drei Gerade 
a, b, c betrachten, die durch einen Punkt G gehen. Wenn 
femer in e^ zwei Gerade c und d einen Schnittpunkt 
bestimmen, so steht dem die Tatsache gegenüber, daß 
zw^ei Punkte C und D in €2 zur Konstruktion einer 
Verbindungslinie benutzt werden können. 
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Nun wollen wir annehmen, wir hätten in der Ebene 6^ 
für irgend einen Satz der Geometrie der Lage den Beweis 
erbracht. Es muß also in der Ebene e^ eine Figur ge- 
geben sein, deren Elemente durch reine Lagenbeziehungen 
bestimmt sind, imd aus diesen Bestimmungsstücken wird 
durch irgendwelche wiederholte Anwendung der 
Operationen des Projizierens und Schneidens der Satz 
abgeleitet. Dann muß es aber möglich sein, zunächst in 
der Ebene €2 eine entsprechende Figur anzulegen, indem 
man immer Punkte und Gerade der e^ durch Gerade und 
Punkte in gg ersetzt, und auch der Beweis wird sich 
Schritt für Schritt übertragen lassen, sofern man nur, 
wie oben erwähnt, die Operationen des Projizierens und 
Schneidens vertauscht. Von einer metrischen Größe, 
einem Winkel oder einer Strecke, darf natürlich weder 
in der Figur noch in dem Beweise des ursprünglichen 
Satzes ein Gebrauch gemacht werden, da sich diese 
Begriffe nicht durch die beiden Fundamentaloperationea 
definieren und also auch nicht übertragen lassen. Ein 
Beispiel wird dies sofort klarmachen. 

Nehmen wir an, es wäre uns gelungen, folgenden 

Satz zu beweisen: Auf zwei 
Geraden g imd g^ einer 
Ebene sind beliebig je drei 
Punkte A, B, C bzw. A^, B^, 
Gl gegeben (Fig. 2). Man 
zieht die Yerbindungslinien 
(AB,), (A,B), (BCi), (B,C), 
■^ (CAi), (CjA). Ferner bringen 
wir (ABl) ^löd (A^B) in 
einem Punkte C2, (BC^) und 
(B^C) in A^, (CAi) und (C^A) in Bg zum Schnitt. Dann 
liegen die drei Pimkte A^, Bg, Cg auf einer Geraden gj 




Fig. 2. 



i 
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Um die entsprechende Figur in der zweiten Ebene €2 zu 
bilden, geben wir uns zwei beliebige Punkte ö und Gr^ 
(Fig. 3) und durch 
jeden 3 Gerade a, 
b, c bzw. a^ bj c^. 
Wir zeichnen die 
Schnittpunkte(abi), 
(a^b), (bci), (bic), 
(ca^), (Cja). Es sei 
ferner Cg die Yer- 
bindungslinie von 
(abi) und (a^b), ag 
die von (bci) und 
(bjc), bg die von 
(ca^) und (c^a). 

Dann gehen die drei Fig. 3. 

Geraden ag, bg, C2 

durch einen Punkt Gg. Diesen Satz, das Gegenbild des 
vorigen, kann man ohne weiteres als richtig aufstellen, 
wenn der erste bewiesen ist. Man bezeichnet den 
Zusammenhang, der zwischen den beiden Ebenen be- 
steht, als das Gesetz der Dualität oder Eeziprozität 
(Poncelet 1822, Gergonne 1826). 

Statt zweier Ebenen können wir aber auch eine Ebene 
und ein Biindel in Beziehung setzen. Sooft wir einen Punkt 
der Ebene ins Auge f assen,wählen wir im Bündel einen Strahl. 
Der Yerbindungslinie zweier Punkte entspricht im Bündel 
die Yerbindungsebene der zwei zugeordneten Stellen usw. 
Eine dritte Fassung des Dualitätsgesetzes gewinnen wir, 
AV^enn wir zwei Bündel dual aufeinander beziehen, wobei 
dann den Strahlen und Ebenen des einen die Ebenen und 
Strahlen des anderen zugewiesen werden. Endlich 
brauchen wir uns nicht auf die Geometrie der Ebene 
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oder des Bündels zu beschränken, sondern können auch 
im Eaum eine solche Beziehung herstellen. Den Punkten 
entsprechen in diesem Falle Ebenen und der Operation 
des Projizierens, welche aus zwei Punkten ihre Ver- 
bindungslinie ableitet, ordnen wir die Operation des 
Schneidens zu, bei welcher aus zwei Ebenen ihre Schnitt- 
linie hervorgeht. Bei der Dualität im Räume geht also 
eine Gerade wieder in eine Gerade über. Wir wollen 
diese sämtlichen Beziehungen in einer Tabelle zur Dar- 
stellung bringen, indem wir immer zwei sich „dual" 
entsprechende Begriffe oder Sätze links und rechts auf 
die gleiche Zeile setzen. 

a) Duale Beziehung zwischen zwei Ebenen. 



Punkt A 
Zwei Punkte A und B 
bestimmen eine Verbin- 
dungslinie (AB). 

Drei Punkte A, B, C, die 
auf einer Geraden g liegen. 
Punktreihe g 



Gerade a 
Zwei Gerade a und b 
bestimmen, einen Schnitt- 
punkt (ab). 

Drei Gerade a, b, c, die 
durch einen Pimkt G gehen. 
Strahlenbündel G 



usw. 



b) Duale Beziehung zwischen der Ebene und dem 

Bündel. 



Punkt A 
Zwei Punkte A und B 
bestimmen eine Verbin- 
dungsgerade (AB). 

Drei Punkte A, B, C, die 
auf einer Geraden g liegen. 
Punktreihe g 



Strahl a 
Zwei Strahlen a und b 
bestimmen eine Verbin- 
dungsebene (ab). 

Drei Strahlen a, b,c, die 
in einer Ebene y liegen. 
Strahlenbüschel y 



usw. 
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c) Duale Beziehung zwischen zwei Bündeln. 

Ebene a 
Zwei Ebenen a und ß 
bestimmen eine Schiiittge- 



Strahl a 
Zwei Strahlen a und b 
bestimmen eine Yerbin- 
dungsebene (ab). 

Drei Strahlen a, b, c, die 
in einer Ebene k liegen. 
Strahlenbündel k 



rade {aß). 

Drei Ebenen a, ß^ y^ die 
durch eine Gerade 1 gehen. 
Ebenenbüschel 1 



usw. 



d) Duale Beziehung im Räume. 



Punkt A 

Zwei Punkte A und B 
bestimmen eine Yerbin- 
dungsgerade (AB). 

Drei Punkte A, B, C be- 
stimmen eine Ebene (ABC). 

Drei Pimkte A, B, C, die 
auf einer Geraden g liegen. 

Punkti^eihe g 

Strahlenbüschel 

Ebenenbündel A 



Ebene a 
Zwei Ebenen a und ß 
bestimmen eine Schnitt- 
gerade {aß). 

Drei Ebenen a, ß^ y be- 
stimmen einen Schnitt- 
pimkt (a, ^, y\ 

Drei Ebenen a, /8, j^, die 
durch eine Gerade 1 liin- 
durchgehen. 

Ebenenbündel 1 

Strahlenbüschel 

Punktfeld a 



usw. 

Die in der letzten Zeüe gegebene Zuordnung stimmt 
überein mit der unter b) direkt abgeleiteten. Projiziert 
man zwei nach a) dual aufeinander bezogene ebene Systeme 
aus zwei Punkten, so erhält man die in c) behandelten 
dualen Bündel. In gleicher Weise kann man natürlich 
auch eine Ebene oder einen Bündel dual auf sich selbst 
beziehen. 
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Weitere Beispiele. 

8. Einige weitere Beispiele mögen zur Erläuterung 
dienen. In der nämlichen Ebene seien zwei Dreiecke 
Ai Bi Cj und Ag Bg Cg so gezeichnet, daß die Yerbindungs- 
linien (A^Ag), (B^Bg), (CiCg) durch einen Punkt S laufen 
(Fig. 25). Als bewiesen werde nun vorausgesetzt, daß dann 
die Seiten (A^B^) und (A^Bg), femer (A^Ci) und (A^Cg), 
endlich (B^Cj^) und (BgCg) sich bzw. in drei Punkten 
schneiden, die auf einer Geraden s liegen. Bilden wir, 
unter Anwendung des Dualitätgesetzes a) der Ebene, zu 
diesem Satze den entsprechenden. Dann haben wir aus- 
zugehen von zwei Gruppen von je drei Geraden % , ag , ag 
und bj , bg , bg , also von zwei Dreiseiten, welche so liegen, 
daß die drei Schnittpunkte (a^a^), (b^bg) imd (c^Cg) einer 
Geraden angehören, und wir können behaupten, daß die 
Schnittpunkte (%bi) und (agbg), femer (aj^Ci) und (agCg), 
endlich (b^Ci) und (bgCg) drei Verbindungslinien liefern, 
die durch einen Punkt laufen. In diesem FaHe gibt also 
die duale Übertragung des Satzes gerade dessen Um- 
kehrung. Unter Anwendung der in b) besprochenen 
Dualität hätten wir aus dem ursprünglichen Satze einen 
neuen über zwei einem Bündel angehörende Dreikante 
ableiten können. 

Wir werden im folgenden vielfach Gelegenheit haben, 
namentlich das Dualitätsgesetz der Ebene anzuwenden. 
Ist z. B. eine projektive Betrachtung für zwei in einer 
Ebene befindliche Punktreihen durchgefühi-t, so können 
wir sie unmittelbar auf zwei Strahlenbüschel der gleichen 
Ebene übertragen. 

Eine duale Beziehung zweier Bündel erhalten wir 
z. B., wenn wir jeder Ebene des einen Bündels den 
Strahl im andern Bündel zuordnen, der auf ihr senk- 
recht steht. Dann entspricht von selbst auch jeder 
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Ebene des zweiten Bündels der zu ihr normale Strahl 
des ersten Bündels (Polare Zuordnung auf der Kugel, 
Polardreikant). 





Fig. 4. 



Fig. 5. 



Um für die Dualität im Räume ein Beispiel zu 
geben, sei daran erinnert, daß jedem Polyeder (Vielflach), 
das eCwa e Ecken, f Flächen, k Kanten besitzt, ein 
,a:eziprokes" entspricht mit e Flächen, f Ecken und 
wiederum k Kanten. So steht z. B. dem von 6 Vierecken 
begrenzten allgemeinen Hexaeder (Fig. 4) das von 8 Drei- 
ecken gebildete allgemeine Oktaeder (Fig. 5) gegenüber. 

In der Geometrie des Maßes gilt das Dualitätsgesetz 
nicht mehr; wohl aber kann man Analogien auffinden. 

§ 3. Die uneigentlichen Elemente. 

Der unendlich ferne Punkt einer Geraden. 

9. Den in 5. besprochenen Prozeß des Schneidens 
konnten wir nicht mehr zur Durchführung bringen, 
wenn die in Betracht zu ziehenden Elemente parallel 
waren, z. B. bei zwei parallelen Geraden. "Wir wollen 
nun sehen, wie wir, wenigstens formal, den genannten 
Prozeß auch aiif diesen Fall ausdehnen können. 

Doehlemann, Projektive Geometrie. 2 
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Schneiden wir (Fig. 1) einen Strahlenböschel S 
mit einer Geraden g, die in der Ebene des Büschels 
liegt, ohne ihm anzugehören. Die einzelnen Strahlen 
a, b, c, d . . . des Büschels mögen von g in A, B, C, 
D . . . getroffen werden. Dann gibt es nach den Vor- 
aussetzungen der Euklidischen Geometrie durch S eine 
und nur eine Parallele q zur Geraden g. Indem wir 
diese Annahme machen, wollen wir ausdrücklich be- 
merken, daß wir nicht imstande sind, dieselbe durch 
mathematische Schlüsse zu beweisen, daß wir sie viel- 
mehr als eines der grundlegenden Axiome vorausschicken 
müssen. Würde man statt desselben ein anders lautendes 
Axiom an die Spitze stellen, so erhielte man ein anderes, 
in sich aber ebenso logisch geschlossenes System einer 
Geometrie. 

Demnach schneiden alle die unendlich vielen Strahlen 
des Büschels S die Gerade g je in einem Punkte, nur 
der Parallelstrahl q liefert keinen Schnittpunkt mit g. 
Es ist nun namentlich für die einfachere Formulierung 
allgemeiner Sätze ein Yorteil, diese Ausnahmestellung 
des Parallelstrahles wenigstens in dem Ausdruck zu be- 
seitigen. Wir erreichen dies, indem wir ims so ausdrücken : 
„Der Parallelstrahl q schneidet die Gerade g in einem 
imendlich fernen Punkt Q." Zu den im Endlichen ge- 
legenen, eigentlichen Punkten der Geraden g nehmen wir 
also noch einen „uneigentlichen", fingierten, hinzu, dem 
wir uns in der Vorstellung nähern, wenn wir die Gerade 
nach der einen oder andern Seite über alle Grenzen 
hinaus verlängern. Man kann sich auch einen Strahl 
denken, der sich lun S dreht, und diesen kurz vor und 
nach der Lage betrachten, in der er zu g parallel ist. 

Wir wollen diesen uneigentlichen (adjungierten), un- 
endlich fernen Punkt der Geraden mit Q bezeichnen 
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und durch Hinzufügung eines Pfeiles andeuten, daß er 
auf der Geraden g im unendlichen liegt. 

Ziehen wir in der Ebene des Strahlenbüschels S 
irgend eine weitere Gerade h parallel zu g, so werden 
wir auch von dieser Parallelen h sagen, daß sie durch 
den nämlichen, unendlich fernen Punkt Q geht. Ein 
unendlich ferner Punkt ist folglich gleichbedeutend 
mit einer bestimmten „RichtuDg". Die Gesamtheit von 
unendHch vielen, zueinander parallelen Geraden, die alle 
in einer Ebene liegen, wird nach dieser Anschauung 
aufzufassen sein als ein Strahlenbüschel, dessen Mittel- 
punkt der den sämtlichen Parallelen gemeinsame unendlich 
ferne Punkt ist. Ein solcher Strahlenbüschel heißt wohl 
auch ein „Parallelstrahlenbüschel". 

In entsprechender Weise bilden alle Geraden im 
Eaume, die zu irgend einer Geraden g parallel laufen, 
also alle die gleiche Richtimg haben, einen. „ParaUel- 
strahlenbündel". 

Die unendlich ferne Gerade einer Ebene. 

10. Nehmen wir jetzt eine Ebene als gegeben an, so 
liegen in ihr in jeder Richtung Punkte im Unendlichen. 
Alle diese uneigenthchen Punkte werden eine gewisse 
Mannigfaltigkeit bilden, und jede Gerade g der Ebene 
hat mit derselben einen Punkt gemein, nämlich den un- 
endlich fernen Punkt dieser Geraden g. 

Wenn wir also sagen: die unendlich fernen Punkte 
der gegebenen Ebene liegen auf einer „unendlich fernen" 
Geraden, so ergibt sich der unendlich ferne Punkt einer 
Geraden g dieser Ebene als Schnittpunkt derselben mit 
dieser „unendlich fernen" Geraden. Natürlich entzieht 
sich das Unendliche jeder Vorstellung. Wenn wir aber 
diese uneigentliche Gerade einer Ebene hinzunehmen, so 

2* 
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können wir unter dieser Annahme, vorausgesetzt, daß sich 
im weiteren Verlauf keine Widersprüche ergeben, das un- 
endliche formal wie das Endliche behandeln. 

Eine Ebene enthält also eine unendlich ferne Gerade. 
Die letztere muß als bestimmt -angesehen werden, sobald 
die Ebene gegeben ist. Alle Punkte dieser unendlich fernen 
Geraden liegen im Unendlichen, sind also uneigentliche. 
Eine unendlich ferne Gerade hat keine bestimmte Bichtuug. 
Irgend zwei parallele Gerade dieser Ebene schneiden sich 
auf der unendlich fernen Geraden der Ebene. Wir können 
jetzt z.B. allgemein sagen: Zwei Gerade in einer Ebene 
bestimmen einen Schnittpunkt. 

Die unendlich ferne Ebene des Raumes. 

11. Um diese Anschauung weiter für den Kaum 
auszubilden, sei S der Mittelpunkt eines Ebenenbündels, 
€ eine ihm nicht angehörende Ebene. Jede Ebene des 
Bündels liefert mit e eine Sclmittgerade. Ferner gibt es 
nach den Sätzen der Elementargeometrie durch S eine 
und zwar nur eine Parallelebene f zu £. Diese Ebene | 
allein liefert mit e keine Schnittgerade. Um nun nicht 
alle Sätze,- die sich auf die Schnittlinie zweier Ebenen be- 
ziehen, für parallele Ebenen besonders formulieren zu 
müssen, drücken wir uns so aus : Die Parallelebene | hat 
mit £ eine uneigentliche, unendlich ferne Gerade gemein. 
Dies stimmt dann auch zusammen mit den Anschauungen 
von 10. Weiter gehen alle zu e parallelen Ebenen durch 
die gleiche unendlich ferne Gerade. Sagen wir von parallelen 
Ebenen, sie haben die gleiche „Stellung'*, so ist also eine 
unendlich ferne Gerade im Räume durch die Stellung einer 
Ebene bestimmt. 

Alle zu einer gegebenen Ebene parallelen Ebenen 
bilden einen „Parallelebenenbüschel", dessen Achse die 
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durch die Stelhing der Parallelebenen gegebene unendlich 
ferne Gerade ist. 

„Eine Ebene ist parallel einer Geraden" heißt: die 
Ebene geht durch den unendlich fernen Punkt der Geraden. 

Im Räume können wir unendlich viele, unendlich 
ferne Punkte und Geraden aufsuchen. Jede Gerade ent- 
hält^ einen unendlich fernen Punkt, jede Ebene eine un- 
endlich ferne Gerade. Wir bleiben also in Übereinstimmimg 
mit den bisherigen Formulienmgen , wenn wir uns so 
ausdrücken: Alle unendlich fernen Punkte und unendlich 
fernen Geraden des Raumes erfüllen eine Ebene, die „un- 
endlich ferne" Ebene des Raumes. 

Sie enthält lauter imeigentliche Elemente und hat keine 
bestimmte Stelhmg. 

So z. B. können wir den Satz: „Zwei Punkte be- 
stimmen eine Yerbindungsgerade" jetzt ganz allgemein 
aussprechen. Liegen beide Punkte im Endlichen, so ist 
die durch sie bestimmte Gerade ihre Yerbindimgslinie; 
ist einer der beiden gegebenen Punkte ein unendlich ferner, 
so wird die Yerbindungsgerade die Parallele, welche durch 
den einen Punkt parallel zu der Richtimg geht, in welcher 
der andere gegebene imendlich ferne Punkt liegt; sind 
die beiden gegebenen Punkte unendlich fem, d. h. hat 
man zwei Gerade, auf denen im Unendlichen die beiden 
gegebenen Pimkte liegen sollen, so ist die Yerbindungs- 
gerade eine bestimmte unendlich ferne Gerade. Eine Ebene, 
welche zu den beiden gegebenen Geraden parallel ist, gibt 
die Stellung aller Ebenen, die durch diese imendlich ferne 
Gerade hindurchgehen. 
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§ 4. Die Perspektive Beziehung der Grnndgebilde. 

Piinktreihe und Strahlenbüschel in perspektiver 

Lage. 

12. Wenn wir wie in 9. einen Strahlenbüschel S mit 
einer Geraden g zum Schnitt bringen (Fig. 1), so entspricht 
jedem Punkte von g ein Strahl des Büschels, nämlich der 
durch ihn hindurchgehende. Nehmen wir auch den un- 
endlich fernen Pmikt Q von g hinzu und behandeln ihn 
im Ausdruck wie einen eigentlichen Punkt, so entspricht 
ihm der Strahl q des Büschels. Damit ist also auch die 
Zuordnung zwischen den Punkten der Pmiktreüie und 
den Strahlen des Büschels eiae ausnahmslose geworden. 
Weil jedem Element des einen Gebildes ein und nur ein 
Element des anderen Gebildes entspricht, so sagen wir, 
die beiden Gebilde, Punktreihe und Strahlenbüschel, seien 
,, eindeutig" aufeinander bezogen. Femer liegen je zwei 
entsprechende Elemente ineinander. 

Wir nennen diese Beziehung zwischen der Punktreihe 
luid dem Strahlenbüschel femer eine „Perspektive". Dies 
ist zunächst nur ein anderer Ausdruck dafür, daß die 
Punkti^eihe ein Schnitt des Strahlenbüschels ist. Ebenso 
heißt die Punktreihe, wonach eine Gerade einen Ebenen- 
büschel schneidet, oder der Strahlenbüschel, in welchem 
eine Ebene einen Ebenenbüschel trifft, perspektiv zu 
dem Ebenenbüschel. Das Zeichen für perspektiv ist A. 

Auch das Punktfeld, welches irgend eine Ebene aus 
einem Strahlenbiindel ausschneidet, wird perspektiv zu 
dem Strahlenbündel sein. 

Perspektive Punktreihen. 

13. Um jetzt auch gleichartige Grundgebilde eindeutig 
aufeinander zu beziehen, bringen wir einen Strahlenbüschel S 
zum Schnitt mit zwei Geraden g und g^ seiner Ebene, 
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von denen keine dem Büschel angehört (Fig. 6). Irgend 
ein Strahl a trifft g in A, g^ in A^ , ein Strahl b liefert 
die Schnittpunkte B und B^ usw. Jedem Punkte der einen 
Punktreihe z. B. A entspricht dann ein imd nur ein 
Pimkt A^ der anderen Punktreihe, imd dies bleibt auch 
richtig für die unendlich fernen Punkte Q und R^ von"g 
und gl . Denn diesen entsprechen die Punkte Q^ und R, 
in denen die durch S zu g 
und gl gezogenen Pa- 
rallelstrahlen q und r die 
Trager g^ und g bezüglich 
schneiden. 

Dadurch sind die 
Punktreihen g und g^ 
eindeutig aufeinander be- 
zogen. Je zwei entspre- 
chende Punkte liegen auf 
dem nämlichen Strahl des ^^^' ^' 

Buscheis S oder „enthalten" diesen Strahl. Es mag noch 
bemerkt werden, daß im Schnittpunkte von g und g^ 
entsprechende Punkte E und E^ der beiden Punktreihen 
vereroigt sind. Wir nennen die beiden Punktreihen g 
imd gl, die also Schnitte eines Büschels sind, perspektiv. 

In der gleichen Weise wird ein Strahlenbündel von 
zwei beliebigen Ebenen in Perspektiven Punktfeldern ge- 
schnitten. 

Perspektive Strahlenbüschel. 

14. Entwerfen wir nun die Figur, welche der Figur 6 
nach dem Dualitätsgesetz der Ebene (7a) entspricht. 
Wir haben dann eine Punktreihe g aus zwei Punkten S 
und Si zu projizieren, wobei g, S und Sj einer Ebene 
angehören mögen (Fig. 7). Jedem Strahl z. B. a des 
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BflscheU S ordnen wir denjenigen Strahl % des Büscliels 
S, zu, der den gleichen Punkt A der Punktreihe g ent- 
halt. Die Parallelen q und q^ durch S und S, zu g; sind 
dann auch als entsprechende Strahlen aufzufassen, da 
beide den unendlich fernen Punkt Q von g projizieren. 
Die eindeutige Beziehung der beiden Büschel S imd S, 
ist demzufolge wieder eine lückenlose. Im Verbindui^s- 
strahl SSi, der beiden 
Büscheln angehört, lie- 
gen entsprechende 
Strahlen e und e^ der 
Strahlenbüschel ver- 
einigt. Zwei solche 
Büschel, welche die 
' gleiche Punktreihe pro- 
P, ^ jizieren, nennen wir 

wi ederum „ perspektiv". 
Auch die beiden Strahlenbüschel, nach denen ein 
Ebenenbüschel von irgend zwei beliebigen Ebenen ge- 
schnitten wird, liegen zueinander „perspektiv". 

Projizieren wir ein ebenes System aus zwei Punkten, 
so sind die entstehenden Bündel ebenfalls perspektiv. 
Je zwei entsprechende Strahlen der Bündel enthalten 
denselben Punkt, je zwei entsprechende Ebenen die- 
selbe Gerade dieses ebenen Systems. 

Aligemein können wir jetzt die Detüiition für Per- 
spektive Gnindgebilde erster und zweiter Stufe, sowohl 
gleichartige als ungleicliarttge, in folgender Weise aus- 
sprechen: 

Definition: „Zwei Grundgebilde erster oder zweiter 
Stufe heißen perspektiv, wenn eine eindeutige Be- 
ziehung ihrer Elemente hergestellt ist entweder da- 
durch, daß jedes Element des einen Grundgebildes 



§ 5. Die Maßbestimmung im Strahlenbüschel. 25 

das entsprechende Element des anderen Grundgebildes 
enthält, oder dadurch, daß je zwei entsprechende 
Memente der beiden Grundgebilde ein und dasselbe 
Element eines dritten Gnmdgebildes enthalten." 
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15. Nachdem wir die Definition i)erspektiver Grund- 
gebilde durch eine reine Lagenbeziehimg gewonnen 
haben, wollen wir untersuchen, welche Zusammenhänge 
zwischen entsprechenden Elementen solcher Gebilde die 
Rechnung liefert. Zu dem Zweck ist es aber vorher 
nötig, die einzelnen Elemente eines Grundgebildes erster 
Stufe nicht bloß wie bisher in ilirer geometrischen 
Anordnung, sondern auch rechnerisch, also durch Zahlen- 
werte festzulegen. 

Beginnen wir mit dem Strahlenbüschel, weil dieser 
kein uneigentliches Element enthält und daher die zu 
betrachtenden Verhältnisse unverschleiert zur Erscheinung 
kommen. 

Winkel zweier Strahlen. Trennungsstrahl. 

16. Sind a und b zwei Strahlen eines Büschels 
(Fig. 8), so wollen wir unter ab den Winkel verstehen, 
den der Strahl a mit dem Strahl b bildet, und die Reihen- 
folge der Buchstaben soll den Sinn der Drehung angeben, 
in welchem der Winkel durchlaufen wird, also von a 
nach b hin. Dann ist dieser Ausdruck ab doppeldeutig; 
denn es kann darunter jeder der in der Figur bezeichneten 
Winkel verstanden werden. 

Hat man drei Strahlen a, b, c, so können wir mittels 
derselben, wie wir der Anschauung entnehmen wollen, 
eine Drehungsrichtung bestimmen, indem w^ir unter dem 
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„Sinn abc" diejenige Drehung verstehen, welche a 
direkt nach b überführt, ohne daß der Strahl c dabei 
überschritten wird (Fig. 9). 




Fig. 8. Fig. 9. 

Um nun im Büschel die Winkel eindeutig zu erhalten, 
wählen wir einen festen Strahl u und verstehen unter ab 
den im Sinne a b u genommenen Winkel. Dieser ist dann 
eindeutig (Fig. 9). Der Hilfsstralü u möge der 
„Trennungsstrahl" heißen. Da sich die Drehungen ab 
und ba zerstören, so hat man 

a b + b a = oder a b = — b a . 

Ist c irgend ein weiterer Strahl, so gut, ganz unab- 
hängig von der Lage der Strahlen, die Beziehung 

ab + bc = ac 
oder 

ab + bc + ca = 

und allgemein für die Strahlen a,b,c,...m,n 
ab + bc + --- + i^i^ + iia = 0. 

Man kann diese Festsetzung auch so aussprechen, 
daß man durch den Trennungsstrahl den Büschel 
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halbiert und sich bei der Betrachtung auf eine Hälfte 
beschrankt*). 

Parameter eines Strahles. 

17. Um die einzelnen Strahlen eines Büschels durch 
Zahlenwerte festzulegen, wählen wir zwei Strahlen a 
und b als ,JFundamentalstrahlen" und außerdem den 
Trennungsstrahl u (Fig. 9). Irgend ein weiterer Strahl 
des Büschels bildet mit den festen Strahlen a und b die 
Winkel ac und bc (die beide kleiner als 180^). Ist C 
ein Punkt von c und sind C A und C B die von C auf a 
und b gefällten Senkrechten, so hat der Quotient 

. A C sin ac 

B C sin b c 

für alle Punkte des Strahles c den gleichen Wert. Wir 
geben diesem aus lauter positiven Zahlen gebildeten 
Bruche das Yorzeichen + > wenn die Drehungen a c 
und b c gleichen Sinn haben, dagegen das Yorzeichen — , 
wenn diese Drehungen entgegengesetzt gerichtet sind. 

Dann entspricht jedem Strahl des Büschels ein 
solcher Wert X , Den Fundamentalstrahlen a und b sind 
die Werte k = bzw. A = c» zugeordnet; für die 
Halbierungslinien der Winkel, welche die Fundamental- 
strahlen bilden, ergeben sich die Zahlen A = + 1 iind 
A == — 1 . Durch die Werte und oo hindurch geht A 
von positiven zu negativen Werten über. 



*) Zu den gleichen Formeln gelangt man ohne die 
Annahme eines Trennungsstrahles, wenn man sich nach dem 
Vorgänge von Möbius in der Ebene von vornherein einen 
bestimmten Drehungssinn gibt und alle vorkommenden Winkel 
in diesem Sinne gemessen positiv, im entgegengesetzten Sinne 
durchlaufen negativ rechnet. 
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wonach irgend eine Ebene die vier Ebenen trifft. Diesen 
Satz und die drei vorigen Sätze können w^ir in dem all- 
gemeineren zusammenfassen : 

Satz 4. „In zv^ei Perspektiven Grundgebilden erster 
Stufe bilden irgend vier Elemente des einen Grundge- 
bildes und die ihnen entsprechenden des anderen das 
gleiche Doppelverhältnis." 

Damit haben w^ir für Perspektive Grundgebilde erster 
Stufe außer der Lagenbeziehung auch eine metrische 
Beziehung gefunden, welche entsprechende Elemente 
solcher Gebilde miteinander verknüpft. 

Endlich können wir die Operation des Schneidens oder 
Projizierens nicht bloß einmal, sondern auch öfter vor- 
nehmen, ohne dadurch den Wert des Doppelverhältnisses 
von vier Elementen zu ändern. Wir erhalten demgemäß 
ganz allgemein 

Satz 5. „Leitet man aus vier Elementen eines Grund- 
gebildes erster Stufe durch die beliebig oft angewandten 
Operationen des Projizierens und Schneidens vier neue 
Elemente eines anderen Grundgebüdes ab, so ist das 
Doppelverhältnis der ersten vier Elemente gleich dem 
analog gebildeten Doppelverhältnis der letzten vier ent- 
sprechenden Elemente. Das Doppelverhältnis von vier 
Elementen eines Grundgebildes erster Stufe erweist sich 
also diesen Operationen gegenüber als eine unveränder- 
liche (invariante) Zahl." 



II. Abschnitt 

Uarmonisclie Gebilde. 
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Die Werte der Doppelverhältnisse, die sich aus 
vier Elementen bilden lassen. 

24. Den Begi'iff des Doppelverhältnisses müssen wir 
noch nach verschiedenen Richtungen hin weiter unter- 
suchen. 

Sind vier Elemente eines einförmigen Gnmdgebüdes, 
z. B. vier Punkte A, B, C, D einer Punktreihe gegeben, 
so können wir sie auf 24 verschiedene Arten zu einem Doppel- 
verhältnisse zusammenfassen, da man aus vier Elementen 
24 Ausdrücke AB CD, ABDC usw. bilden kann. Nicht 
alle diese Ausdrücke sind aber ihrem Zahlenwert nach 
verschieden. Wir sahen schon in 20., daß 

(1) (ABCD) = (CDAB). 





Femer ist auch 
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1 


(BADC) 


- (ABCD). 
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Yermöge der in (1) und (2) ausgedrückten Sätze 
können wir nun aus einem Ausdruck wie (AB CD) noch 
drei andere ableiten, die den gleichen Zahlenwert besitzen, 
nämlich 

(ABCD) = (CDAB) = (BADC) = (DCBA). 

Die 24 verschiedenen Ausdrücke liefern also höchstens 
sechs verschiedene Zahlenw^erte. Ist etwa (ABCD) = /, 
so lassen sich die übrigen Zalüenwerte durch diesen einen 
in folgender Weise ausdrücken. Es ist zunächst, w^ie sich 
sofort ergibt, 

(3) (AB^C) = -^^^ = .J. 

Ferner wird 

AB. AD (AC + CB)(CA + AD) 
(ACBD) = ^-^.— = ^g-^ 

_ AC . AD + CB . CA + AC • CA 
■~ "^ ~ CB -AD 

_ , AC . (BC + CA + AD) _ 
■~ ^ ' CB^AD) " '•• 

Also 

(4) (ACBD)= 1 -(ABCD)= 1 -;.. 

Ganz ähnlich beweist man, daß 

i^^ /Annm (ABCD) / 

(5) (ADCB) = -^^g^j^-^_^=^ -. 

Als Endresiütat ergeben sich demnach folgende sechs 
verschiedene Werte, von denen jeder in vierfacher Weise 
geschrieben werden kann: 
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(ABCD) = ;. I (ABDC)=^ 

(ACBD) = 1-A ' (ACDB)=^, 

(ADCB) = y-^-- (ADBC) = ~j - . 



Das Doppelverliältnis als Koordinate. 

25. Halten wir jetzt von den vier Punkten ABCD 
drei, etwa A, B, C, fest, während D diePiinktreiliedurch- 
tvandert, so Avird das Doppelverhältnis (ABCD) für jede 
Lage von D einen bestimmten Wert annehmen. Fällt ins- 
besondere D in den unendlich fernen Pimkt der Punkt- 
reihe, den wir mit Dqo bezeichnen wollen, so ergibt sich 

(ABCD.) = ^-^:-^-~-- = ^-^-, 

ADoo 
weil der Quotient :^-^ = 1 nach 19. Es reduziert sich 

BDoo 

also für diesen Punkt das Doppelverhältnis auf ein ein- 
faches Streckenverhältnis. Es wird aber ferner auch jeder 
Zahlenwert nur bei einer Lage des Punktes erreicht, wie 
wir aus dem folgenden Satze schließen: 

Satz 6. „Sind drei Punkte A, B, C einer Punktreihe 
gegeben, sowie ein Zahlenwert k von bestimmten Vor- 
zeichen, so gibt es einen und nur einen Punkt D der 
Punktreihe, welcher mit A, B und C em Doppel Ver- 
hältnis (ABCD) = A büdet.^' 

Denn es ist für diesen gesuchten Punkt D 

..T...T.X , AC AD , AD 1 AC 
(ABCD) = ;. = ^^-:— , also^^ = --.^^. 
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Hier muß 



AC 
BC 



mit einem bestimmten Vorzeichen ver- 

AD 



sehen werden (vgl. 1 9.), so daß auch — — der Größe mid 

dem Vorzeichen nach gegeben ist, also wird der Pimkt D 
dadurch eindeutig festgelegt. 

Natürlich gilt der eben bewiesene Satz in entsprechender 
Weise auch für den Strahlen- und Ebenenbüschel. Hält 
man drei Elemente eines Grundgebildes erster Stufe fest, 
so kann man die Lage eines vierten beweglichen Elementes 
festlegen durch den Zahlenwert des Doppelverhältnisses, 
welches dieses vierte Element mit den drei festen bildet. 
Das Doppel Verhältnis dient also als Koordinate, deren 
Zahlenwerte die einzelnen Elemente liefern. 

Aufgabe 3. Gegeben sind die Punkte A, B, C einer 
Punktreihe in der Anordnung der Figur 12. Man 
untersuche den Verlauf des Doppelverhältnisses (ABC D), 
wenn D die Punktreihe durchläuft. 



Fig. 12. 

Eine einfache Betrachtung liefert folgende Zusammen- 
stellimg: 

D im Unendlichen : . . . (A B C D) = ^ ^ 



BC 



D geht vom Unendlichen bis A: 

D fällt nach A: 

D geht von A bis B: . . . 

D fällt nach B: 

D geht von B nach C: . . . 

D fällt nach C: 

D geht von C ins Unendliche: 



j? 



n 



7J 



5J 



77 



5? 



+ 
+ 



+ 
+ 1 

+ 
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Wir wollen noch ausclriicklich bemerken, daß (AB CD) 
bloß dann den Wert + 1 amiimmt, wenn der bewegliche 
Pimkt D nach C rückt. 
— Man führe die ent- 
sjjrechende Betrachtung ^^/f\ 

durch für eine andere ä-'^''»' ^w 

Anordnung der Punkte ^yi^^ f r \ 

A, B, C. ^ ^'^ \^' »^ \ ,^ 

' ' ^' / ^ ^L_ 

Aufgabe 4. Gegeben ^\ / \ 

sind drei Punkte A, ^' 



4\ ^ 



B, C einer Geraden 
(Fig. 13); man kon- Jf 

struiere einen Punkt D ' 

auf der Geraden, so Fig. la 

daß (ABCD)=— |. 

Lösung. Wir ziehen durch C irgend eine Gerade 
und tragen auf ihr die entgegengesetzt gerichteten Strecken 
C Aj = 2 , GBl = 3 ab unter Zugrundelegimg einer ganz 
beliebigen Maßeinheit, konstruieren den Schnittpunkt S 
der Verbindungslinien AA^ und BB^ und ziehen durch 
S eine Parallele zu A^ B^ , dann schneidet diese Parallele 
die gegebene Gerade im gesuchten Punkte D. Denn wenn 
wir C gleichzeitig mit C^ bezeichnen, den unendlich fernen 
Punkt von SD dagegen D^ und die Strahlen von S nach 
A, B, C, D der Eeihe nach a, b, c, d nennen, so ist nach 
23. bzw. 25. 

(abcd) = (ABCD) = AiBiC^Di = ^ = - | • 

!Man konstruiere auch noch den Pmikt E, für welchen 
(ABCE)= +|. 
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§ 9. Das harmonische Doppelverhältnis. 

Definition harmonischer Elemente. 

26. Gehen wir von drei beliebigen Punkten A, B , C 
einer Punktreihe aus, so können wir nach Satz 6 immer 
einen und nur einen Punkt D des Trägers finden, für 
welchen (ABCD)= — 1. Vier solche Punkte haben 
besonders wichtige geometrische Eigenschaften, ^^^ir 
stellen die Definition auf: 

„Yier Punkte A , B , C , D einör Punktreihe heißen 
harmonisch, wenn das Doppelverhältnis 

(ABCD)=-1.^^ 

Es sind die Punkte A imd B einerseits, C und D 
anderseits einander zugeordnet und aus 21. folgern 
wir unmittelbar, daß die Punktpaare A , B und C , D sicli 
trennen. Man sagt deswegen wohl auch, daß zwei solche 
Pimktpaare sich harmonisch trennen. 

Granz entsprechend sind vier harmonische Strahlen 
a , b , c , d eines Strahlenbüschels oder vier harmonisc]ie 
Ebenen {aßy d) eines Ebenenbüschels dadurch definiert, 
daß bezüglich (a b c d) = — 1 oder {a ßy d)= — 1 . 

Die 6 Werte von Doppel Verhältnissen , welche sieh 
nach 24. aus vier Elementen bilden lassen, reduzieren 
sich bei vier harmonischen Punkten , also für A = — 1 , 

ersichtlich auf die folgenden 3 Werte : — 1,2, — . 

Natürlich trennen sich auch hier wieder die beiden 
Paare von zugeordneten Elementen. Ferner folgt aus 
Satz 5 von 23. noch 

Satz 7. „Vier harmonische Elemente eines Grund ge- 
bildes erster Stufe gehen durch die Operationen des 
Sclmeidens und Projizierens stets Avieder in vier 
harmonische Elemente über.'' 



§ 9. Das haiinonische Doppelverhältnis. 45 

Konstruktion harmonischer Elemente. 

27. Sind drei Punkte A, B, C einer Punktreihe ge- 
geben, so gibt es, wie wir bereits wissen, bloß einen 
Punkt D , der zu C harmonisch liegt bezüglich A und 
B, d. h. so liegt, daß 

(1) (ABCD)=-1. 

Daraus folgt sofort 

AC _ _ AD 

^■^ BC" BD* 

Die Punkte C und D teilen also die Strecke AB, 
abgesehen vom Vor- 
zeichen, im gleichen r 
A^erhältnis. Diese Be- a. 



/ \ "- 



Fig. 14. 



merkung liefert fol- / \^ ^^-^ ,^/ 

gen de Konstruktion: ^ \ >^^ 

Wir ziehen (Fig. 14) / \ ^' ^"->. 

(hirch die gegebenen *^ ^\ J*^ ^ 3r 

Punkte A und B zwei ^^r 

beliebige, parallele Ge- /^' 

rade AA' und BB' und 
durch C eine beliebige 
Linie, welche diese Parallelen in X und Y' trifft. Schnei- 
den wir dann (mittete des Zirkels) die Strecke B Y = Y'B 
ab, so liefert .die Verbindungslinie XY im Schnittpunkt 
mit g den gesuchten Punkt D . Mißt nämlich die Strecke 
AX m Längeneinheiten, die Strecke BY und die ihr 
gleiche Y^^n Längeneinheiten, wobei m und n positive 
Zahlen, so ist mit Rücksicht auf die Vorzeichen 

AC m AD m 

BC n BD ^ n ' 

also in der Tat die Bedingimg (2) und folglich auch (1) erfüllt 



1 
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Nehmen wir in Figur 15 an, die gegebenen Punkte 
liegen so, daß C die Mitte der Strecke AB , dann wird 
offenbar m = n und XY parallel zu g, der Punkt D 
rückt ins Unendliche, also 

Satz 8. „Die Mitte C einer Strecke AB imd der un- 
endlich ferne Punkt D des Trägers der Strecke sind 
vier harmonische Punkte." 

Projizieren wir diese 
vier harmonischen Punkte 
aus einem Punkte S, so 
erhalten wir nach Satz 4 
vier harmonische Strahlen 
a, b, c, d. Man be- 
„. ^- nutze diese Betrachtungen 

Flg. 15. o 

zur Losung der 
Aufgabe 5. Gegeben sind drei Strahlen a, b, e eines 
Büschels; man konstruiere den vierten harmonischen 
Strahl d zu c bezüglich a und b . 
Ein einfacher Satz über harmonische Strahlen ergibt 
sich femer durch folgende Betrachtung: Ist ABC ein 
Dreieck und halbiert man den Winkel bei A sowie dessen 
Nebenwinkel durch Linien, welche die Seite, BC be- 
ziehungsweise in D und E treffen, so teilen nach be- 
kannten planimetrischen Sätzen die Punkte D und E die 
Seite BC im Verhältnis der anliegenden Dreiecksseiten; 
also liegen B, C, D, E harmonisch, es ist (BCDE) = — 1 
imd es sind auch die aus A nach diesen Punkten zielenden 
Strahlen harmonisch, so daß wir erhalten 
Satz 9. „Irgend zwei Strahlen imd die zweiHalbienmgs- 
linien der von ihnen gebildeten Winkel bilden ein 
harmonisches - Quadrupel. Die letzteren beiden zu- 
geordneten Strahlen stehen aufeinander senkrecht." 
Aufgabe 6. Man bilde eine ümkehrung dieses Satzes. 
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§. 10. Das Yollständige Viereck und Vierseit. 

Geometrische Definition von vier harmonischen 

Punkten. 

28. Vier harmonische Punkte lassen sich nun nicht 
bloß durch die analytische Beziehung definieren, daß üir 
Doppelverhältnis den Zahlenwert — 1 besitzt, sondern 
auch durch eiae rein geometrische, dm^ch eine Lagen- 
beziehung, wie wir jetzt zeigen woUen. 

Sind vier Punkte E , F , ö , H in einer Ebene ganz 
beliebig gegeben (Fig. 16a oder Fig. 16b), so bestimmen 





Figr. 16 b. 

sie zunächst sechs Linien, welche je zwei dieser vier 
Punkte verbinden. Die Gesamtheit dieser sechs Linien 
nennen wir das „vollständige Viereck" der Punkte E, 
F, Q-, H. Die sechs Linien heißen die „Seiten", die 
Punkte E, F, G, H die „Ecken" des Viereckes. Zu 
jeder Seite des vollständigen Viereckes, z. B. zur Ver- 
bindungslinie EF oderl können wir eine zweite, in diesem 
Falle die Verbindungslinie GH oder T finden derart, daß 
zwei solche Seiten zusammen alle die vier gegebenen 
Ecken des Viereckes enthalten. Wir nennen zwei solche 
Seiten „Gegenseiten" des vollständigen Viereckes und 
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erhalten augenscheinlich drei Paare von Gegenseiten, 
1, r, m, m', n, n'. Je zwei zusammengehörige Gegen- 
seiten liefern endlich noch einen Schnittpunkt, nämlich 
1 und 1' den Punkt L , m und m' den Punkt M und n 
und n' den Punkt N . Diese drei Punkte L , M , N heißen 
,. Nebenecken'* des Viereckes. 

Der Zusammenhang dieser Figiu' mit harmonischeu 
Punkten wird nun hergestellt durch folgenden 

Satz 10. „Haben vier Punkte L , M , C , D einer Geraden 
die Eigenschaft, daß durch L ein erstes Paar von 
Gegenseiten eines vollständigen Viereckes, durch M 
ein zweites Paar von Gegenseiten hindurchgeht, während 
diurch C und D die Seiten des letzten Paares von 
Gegenseiten laufen (Fig. 1 6), so liegen die vier Punkte 
L, M, C, D harmonisch." 

Denn ist N die letzte Nebenecke des vollständigen 
Vierecks, also der Schnittpunkt von EG und FH, so 
hat man 

(1) (LMCD) = (EGND), 

wie sich ergibt, wenn man die links stehenden Punkte 
aiis dem Punkte F auf n' projiziert (Satz 2 S. 37). Projiziert 
man aber die letzten vier Punkte aus H auf LM , so wird 

(2) (EGND) = (MLCD), 
also folgt 

(3) (LMCD) = (MLCD). 

Anderseits zeigt aber die Rechnung, daß allgemein 

<^^^^^) = (T¥CD)' 

mithin in (3) 

(LMCD)2 _ 1 , 
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Es kann also das Doppelverhältnis der vier Punkte 
L, M, C, D bloß die Werte + 1 oder — 1 haben. Der 
Wert + 1 ist aber ausgeschlossen, da er nach 25, 
Aufgabe 3 bloß erreicht wird, wenn von den vier 
Punkten des Doppelverhältnisses zwei zusammenfallen. 
Dies ist iii unserer Figur jedoch nicht möglich. Es muß 
folglich sein 

(LMCD) = - 1 , 

d. h. die vier Punkte liegen harmonisch. 

Es sind dann auch E, G, N, D vier harmonische 
Punkte und die Strahlen von F oder H aus nach ihnen 
sind ebenfalls harmonisch. 

Wir benutzen diese Eigenschaft des vollständigen 
Vierecks, um eine zweite Lösung zu gewinnen für die 

Aufgäbe 7. Gegeben sind drei Punkte A, B, C auf 
einer Geraden; zu C den vierten harmonischen bezüg^ 
lieh A und B zu konstruieren. 

Wir ziehen (Fig. 17) 
durch den gegebenen 
Punkt C eine beliebige 
Gerade, wälilen auf ihr 
irgend zwei Punkte E 
und F, ziehen die Ver- 
bindungslinien EA, EB, 
sovde FA imd FB. Ist 
dann G der Schnittpunkt 
von FA und BE, ferner 
H der Schnittpunkt von p. ^^ 

FB und AE, so liefert 
GH auf der gegebenen Geraden den vierten harmonischen 
Punkt D. Der Beweis ergibt sich sofort aus der Be- 
trachtung des vollständigen Vierecks EFGH. 

Doehlemann, Projektive Geometrie. 4 
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Natürlich kann man die verschiedensten Vierecke 
zur Konstruktion benutzen. In der Figur ist noch ein 
zweites Viereck E^ F^ ö^ H^ gezeichnet. Es muß dann 
Gl H^ durch den gleichen Punkt D gehen. 

Diese Konstruktion erfordert bloß das Ziehen von 
geraden Linien, ist also mittels des Lineals allein aus- 
führbar, während bei der in 27. gegebenen Lösung auch 
der Zirkel benutzt werden mußte. 

Liegen umgekehrt vier harmonische Punkte A-, B, 
C, D gegeben vor und zeichnet man in der eben diux5h- 
geführten Weise zu A und B den vierten harmonischen 
bezüglich C, so muß dieser mit D zusammenfallen. 

Zu bemerken ist noch, daß in bezug auf das voll- 
ständige Viereck die beiden Punktpaare der harmo- 
nischen Gruppe eine verschiedene Eolle spielen, indem 
nämlich A und B Nebenecken sind, während durch C 
und D die Gegenseiteo laufen. Wir wissen aber schon 
aus dem Früheren (20.), daß von den beiden Punktpaaren 
in einem Doppelverhältnis keines vor dem anderen aus- 
gezeichnet ist. Für die harmonischen Punkte wäre diese 
Gleichberechtigung der beiden Paare auch geomeüisch 
durch Konstruktion eines zweiten Viereckes leicht zu 
erweisen. 

Aufgabe 8. Die Strahlen a, b, c eines Büschels sind 
y gegeben; zu c den viei1;en 

harmonischen bezüglich a 
und b zu konstruieren. 

Wir wählen auf c einen 

Punkt N beliebig (Fig. 18), 

ziehen durch ihn irgend zwei 

Gerade E G und H F, bringen 

Fig. 18. EF und HG in L zum Schnitt, 
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dann ist SL der verlangte Strahl d. Die Konstruktion 
erfordert bloß das Ziehen von geraden Linien, ist „linear", 
wie wir sagen. » . . . 

Geometrische Definition von vier harmonischen 

Strahlen. ., 

29, Irgend vier Grerade e, f , g, h einer Ebene be- 
stimmen ein „vollständiges Yierseit". Es hat 6 Ecken, 
nämlich die sämtlichen Schnittpunkte, welche je zwei 
der ^der Geraden lie- 
fem. Dieselben grup- ^ '^ 

piereh sich zu 3 Paa- 
ren von „Gegenecken" 
L, L', M, M', N, N' 
(Fig. 19 a oder b) in 
der Art, daß durch ein 
Paar solcher Gegen- 
ecken z. B. N, N' alle 
vier Seiten des "Vier- 
seits hindurchgehen. 
Je zwei Gegenecken 
können wir durch eine 
Gerade verbinden und 
erhalten so drei ,J^e- 
benseiten 1, m, n" des 
vollständigen Vierseits. 
Das vollständige 
Vierseit, das nach dem 
Gesetz der Dualität 
der Ebene (7 a) dem 
vollständigen Viereck 
entspricht, gibt die 
Möglichkeit, vier har- Fig. 19 b. 

4* 




Fig. 19 a. 
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monische Stiuhlen i'ein geometrisch zu definieren durch 
folgenden 

Satz 11. „Haben vier Strahlen 1, m, c, d, die einem 
Strahlenbüschel X angehören, die Eigenschaft, daß 
auf 1 ein erstes Paar L, L' von Gegenecken eines voll- 
ständigen Vierseits e, f , g, h, auf m ein zweites Paar 
M, M' von Gegenecken gelegen ist, während die Strahlen 
c imd d das dritte Paar N, N' von Gegenecken enthalten 
(Fig. 1 9), so liegen die vier Strahlen 1, m, c, d harmonisch.'' 

Zum Beweise seien D und D' die Schnittpunkte von 
d mit f und h ; bringen wir nun die Strahlen 1 , m , c , d 
mit f zuin Schnitt und projizieren die Schnittpunkte aus 
N', so ergibt sich 

(Imcd) = (LM'ND) = (egnd). 

Sclmeiden wir die letzteren 4 Strahlen mit h und 
projizieren die Schnittpunkte aus X, so wird 

(egnd) = (ML'ND') = (mied) = ^^~^y 

Aus beiden Gleichungen folgt wieder 

(lmcd)2 = 1 

und daher unter Anwendung der gleichen Schlußweise 
wie oben 

(Imcd) = — 1. 

Als Übung mag das vollständige Vierseit ermittelt 
weixlen, zu welchem die in Aufgabe 8 konstituierten 
liarmonischen Strahlen die soeben beschriebene Lagen- 
bcziehung haben. 

Diese rein geometrische Eigenschaft liarmonischer 
Punkte bzw. Strahlen benutzt die Geometiie der Lage, 
um die harmonischen Gebilde zu definieren und ihre 
Beziehungen abzuleiten, wie hier nicht weiter erörtert 
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werden soll; das Doppelverhältnis von vier Elementen 
dagegen in der hier gegebenen Definition muß sie von 
ihren Betrachtungen ausschliefien wegen der darin vor- 
kommenden Strecken oder Winkel. Den Inbegriff von 
irgend yier Elementen eines Gnmdgebildes erster Stufe 
bezeichnet man in der Oeometrio der Lage nach v. Standt 
als einen „Wurf". 

Um eine Anwendung dieser Betrachtungen zu geben, 
beweisen wir noch folgenden Satz: 

Hat man in einer Ebene zwei gei'ade Linien a und b 
und einen Punkt S imd 
legen wir diu^h S be- 
liebige Oerade, welche 
a und b je in A, B, 
A', B', usw. schneiden 
(Flg. 20); ziehen wir 
feraer AB' und A'B, 
welche einen Punkt D 
liefern, A'B" und Ä"B', Fig. 20. 

welche sich in D' 

schneiden usw.. so liegen alle so konstruierten Punkte D 
auf einer Geraden, welche auch den Schnittpunkt ¥ der 
g^ebenen Oeraden a und b enthält. 

Denn verbinden wir F mit S und D iind nennen diese 
Strahlen a und d , so sind a , b , s , d vier harmonische 
Strahlen, wie sich aus dem Viereck Ä A' B' B er- 
gibt, also {a b s d) = — 1 . Zu den drei Strahlen a , b , s 
gibt es aber bloß einen vierten harmonischen, also 
müssen alle Punkte D auf einem Strahl durch F liegen. 
Aufgabe 9. Gegeben sind in einer Ebene zwei Gerade 
a und b , deren Schnittpunkt nicht mehr gezeichnet 
werden kann, und ein Pnnkt D. Man soll diesen Funkt 
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D mit dem unzugänglidieii Schnittpunkt durch eine 
Gerade verbinden. 

Wir benutzen den eben bewiesenen Satz und ziehen 
durch D (vgl. Fig. 20) irgend zwei Gerade AB' und 
A'B. Dai^n liefei^n A B und A' B' einen Punkt S: Irgend 
eine durch S weiter gezogene Gerade, welche a und b 
in A" und B'' trifft, bestimmt einen Punkt D/, der mit 
D verbunden die gesuchte Gerade gibt. 

§ 11. Metrische Relationen bei harmonischen Gebilden. 

30. Sind A , B , C , D vier harmonische Punkte, so 
ist also (ABCD) =. — 1 oder 

AC AD 

BC~ BD' 

Ist weiter (Fig. 21) M die Mitte der Strecke AB, 
so können wir die letzte Gleichung auch schreiben : 

AM + MC DM + MA 

BM + MC~BM + MD' 

Multipliziert man aus, so ergibt sich unter Rücksicht 
auf die Gleichung A M =^ MB 

(1) MC.MD = MA2 = MB». 




f.J. 



Fig. 21. ■'■> 
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Dies liefert einen leicht in Worte zu fassenden Satz 
über harmonisclie Punkte. Ist umgekehrt Gleichung (1) 
erfüllt, so liegen die Punkte harmonisch. 

Legen wir durch die Punkte C und D irgend eiuen 
Kreis und von M aus eine Tangente an ihn, so ist 
MC • MD die Potenz des Punktes M in bezug auf diesen 
Kreis und gleich dem Quadrat der Tangente. Wird der 
Berührungspunkt der Tangente mit T bezeichnet, so hat 
man demnach 
(2) MT2=.MC*MD. 

Aus (1) und (2) folgt 

MT == MA == BM, 

d. h. T liegt auf dem Kreise über AB als Durchmesser. 
Die Tangenten an die beiden Kreise in T stehen also 
auf einander senkrecht oder anders ausgedrückt: die beiden 
Kreise schneiden sich rechtwinkelig oder orthogonal. 
Damit ist bewiesen: 

Satz 12. „Sind A, B, C, D vier harmonische Punkte, 
so schneidet jeder Kreis durch die beiden zuge-* 
ordneten Punkte C und D den über AB als Durch*» 
messer beschriebenen Kreis orthogonal." 

Aufgabe 10. Sind a , b , c, d vier harmonische Strahlen^ 
so daß' also (abcd) «=i= — 1, und ist m einer der 
Strahlen, welche den Winkel von a und b halbieren, 

. so beweise man die der Gleichung (1) entspreohetlde 
Relation 

tg(mc) . tg(md) =* tg2(ma) = tg^(mb). 



in. Abschnitt. 

Die projektiye Beziehung der einförmigen 

Grnndgebilde. 



§ 12. Die konstruktive Behandlang der projektiven 

Beziehung. 

Definition projektiver örundgebilde. 

31. An Perspektiven Grundgebilden erster Stufe liaben 
Vir im I. Abschnitt zweierlei Eigenschaften als charakte- 
ristisch erkannt: die Eigenschaft der Lage (14.) und die 
daraus sichergebende metrische Eigenschaft der Gleich- 
heit der Doppelverhältnisse von je vier entsprechenden 
Elementen (23.). Denken wir uns nun in zwei perapektiven 
Grundgebilden erster Stufe, z. B. zwei Punktreihen g und 
gl (Fig. 6), die sämtlichen entsprechenden Punkte wie 
A und AjL , B und B^^ usw. in irgend einer Weise an den 
(etwa als materiell gedachten) Punktreihen markiert. 
Heben wir nun den geometrischen Zusammenhang zwischen 
den Punktreihen g und g^ und dem Strahlenbüsehel S 
auf, indem wir g und g^ in irgend eine beliebige Lage 
bringen. Während dadurch die Perspektive Lagenbeziehung 
zerstört wird, bleibt die metrische Eigenschaft nach wie 
vor erhalten. Wir nennen die Punktreihen dann noch 
„projektiv**, wofür auch das Zeichen Ä gebraucht 
wird. Allgemein stellen wir anf als 
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Definition: „Zwei Grundgebilde erster Stnfe heißen 
projektiv, wenn sie eindeutig, Element für Element, 
dadurch aufeinander bezogen sind, daß je vier Elemente 
des einen (Gebildes und die vier entsprechenden des 
anderen das gleiche Doppelverhältnis bilden." 

um uns solche projektive önmdgebilde zu verschaffen, 
steht uns zunächst kein anderes Mittel zu Gebote, als 
daß wir zwei Onindgebilde perspektiv aufeinander be- 
ziehen und dann gewissermaßen „auseinandernehmen". 
Es ist aber leicht, auch direkt eine projektive Beziehung 
zwischen zwei Grundgebilden erster Stufe zu vermitteln. 

Konstruktion projektiver Punktreihen. 

32. Wir führen dies zunächst durch für zwei Pimkt- 
reihen, deren Träger g imd g^ sich in einer Ebene be- 
finden mögen. Irgend drei beliebigen Punkten A , B , C 
auf g ordnen wir drei beliebige Punkte A^ , Bj , C^ auf 
gl zu. Wir verbinden (Fig. 22) A mit A^ und wählen 
auf dieser Verbindungslinie zwei beliebige Pimkte S imd 
Si . Die Linien SB und S^B, mögen sich in B, SC und 
SjCi in C schneiden. Weiter legen wir durch B und C 
eine Linie p , welche A A^ in A treffen möge. Zu einem 
beliebigen Punkte D von g verschaffen wir uns jetzt 
einen entsprechenden auf g^ in folgender Weise: SD 
trifft p in D , und S^ D schneidet g^ in einem Punkte D^ , 
der dem Punkte D zugewiesen wird. Dann ist offenbar 
für jede Lage von D nach den Sätzen von 23. 

(ABCD) = (AiBiCiDi) = (ABCD). 

Beschreibt D die eine Punktreihe, so durchwandert 
Dl die andere und es sind immer die Büschel S und S^ 
je perspektiv zur Punktreihe A , B , C . . . auf p und also 
auch zueinander perspektiv. Es bilden folglich auch 
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irgend vier Punkte auf g und die vier entsprechenden 
auf gl das gleiche Doppelverhältnis. Damit haben wir 
in der Tat projektive Punktreihen konstruiert und 
gleichzeitig gefunden, daß wir drei Paare entsprechöider \ 
Punkte beliebig annehmen können. Dadurch ist die 
I)rojektive Beziehung gerade bestimmt. 




Fig. 22. 

Aufgabe 11. Man konstruiere die Punkte, welche den 
unendlich fernen Punkten von g und g^ bezüglich ent- 
sprechen. — - Der Schnittpunkt der beiden Träger g 
und gl kann als Punkt von g mit E und als Punkt 
von gl mit Fj bezeichnet werden. Man konstruiere die 
beiden entsprechenden Punkte E^ und F (siehe Fig. 22). 

Konstruktion projektiver Strahlenbüschel. 

33. Zwei in einer Ebene befindliche Strahlenbüschel 
projektiv aufeinander zu beziehen, gelingt durch, die ent- 
sprechende duale Betrachtung. "Wir greifen, iiü Büs^^hel 



rif ... 
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S cbei beliebige Strahlen a, b, c heraus, denen 'wir im 
Büschel Si drei beliebige Strahlen %, b^, q zuordnen 
(Fig. 23). Durch den Schnittpunkt von a und a^ ziehen 
wir willkürlich zwei Gerade g und gi und bringen g in 
A, B, C zum Schnitt 

MM , . ' •- 

mit den Strahlen a, J^^T>^ 

b, c, die Gretade g^ ^^-^-^^^i ' \^ ' 
hingegen mit a^, ^"^ j^^\ ^^ 
bi, Ci in Ai, Bi, Cj. X/^^*^- . ^^^?7r^ 
Dann liefern dieVer- \ / ""^!k^ 

bindungslinien BBj \ / ' \^ 

und CCi in ihrem \^ \ 

Schnitte- einen / ' 

Punkt P. Zueineiti •^' ' "^> 

beliebigen Strahl d Fig. 23. 

des Büschels S fin- 
den wir nun, wie folgt, den entsprechenden: d trifft g in 
D, DP schneidet gl in D^ und S^D^ ist der entsprechende 
Strahl dl im Büschel S^ . ^ 

Leicht erkennt man, daß wieder 

(a b c d) = (a^ bi Ci dl) . 

Die Punktreihen auf ^ und g^ , welche durch entsprecliende 
Strahlen der Büschel S und Sjl ausgeschnitten werden, 
sind perspektiv. 

Aufgabe 12. Man zeichne in den beiden projektiven 
Büscheln die Strahlen e^ und f , welche demVerbindimgs- 
strahl SSi entsprechen, wenn dieöei* als e und f^ ge- 
nommen wird. 

Um eine Punktreihe und einen Strahlenbüschel pro- 
jektiv aufeinander zu beziehen, schneiden wir den Büschel 
mit einer Geraden in einer Punktreihe imd beziehen diese 
auf die gegebene Punktreihe. 
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Wären ein Ebenenbüschel und. ein Straklenbüschel in 
projektive Beziehung zn setzen, so bringen wir die Ebene 
des Strahlenbüschels zum Schnitt mit dem Ebenenbüschel 
und beziehen die beiden Strahlenbüschel projektiv auf- 
einander. 

Zusatz. Statt durch eipe geometrische Kon^toiktion 
können wir rnis die projektive Beziehung auch von 
Anfang an durch eine Doppelverhältnisrelation festge- 
legt denken. Sind z. B. g und g^ die Träger zweier 
Punktreihen imd A, B, C sowie A^, B^, C^ beliebig 
auf ihnen ausgewählt, so bildet ein beliebiger Punkt D 
auf g mit A, B, C ein Doppelverhältnis von bestimm- 
tem Wert (ABCD) = A. Dann gibt es auf g^ einen 
Punkt Dl, für welchen (AiBiCiDi) = A. Dies ist der 
D entsprechende Pimkt Di . Es gilt also die Beziehung 

(ABCD) = (AiBiCiDi). 

Die angeführten Konstruktionen lehren, Elemente zu 
finden, die stets dieser oder einer entsprechenden Be- 
ziehung genügen. 

Es drängt sich aber noch die Frage auf: Ist vielleicht 
die soeben direkt begründete projektive Beziehimg all- 
gemeinerer Art als die Beziehung, in der zwei Perspek- 
tive Grundgebilde stehen, nachdem ihre gegenseitige Lagen- 
beziehung aufgehoben ist? 

Dies ist bei den Grundgebilden erster Stufe in der 
Tat nicht der FalL Denn wir wollen im folgenden Para- 
graphen zeigen, daß sich zwei projektive Grundgebildo 
erster Stufe stets in Perspektive Lage bringen (perspektiv 
.jOrientieren") lassen. 
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§ 18. Die Perspektive Orientiemiig projektiver 
Grundgebilde erster Stufe. 

Projektive Punktreihen, in Perspektive Lage 

gebracht. 

34. Liegen zwei in der soeben beschriebenen Weise 
projektiv aufeinander bezogene Punktreihen g und g^ vor, 
in denen also ^^er beliebigen Punkten der einen vier Prnikte 
der anderen entsprechen vom gleichen Doppelverhaltnis, 
so seien E und E^ irgend zwei einander entsprechende 
Punkte. Dann gilt für drei w^eitere entsprechende Punkt- 
paare A,A^, B,Bi, C,Ci die Eelation 

(1) (ABEC) = (ÄiBjEiCi) . 

Bringen wir nun g und g^ in eine solche gegenseitige 
Lage, daß E^ auf E zu liegen kommt, w^ährend die Träger 
g und gl selbst nicht zusammenfallen. Wir verbinden A 
mit Ai , B mit B^ und zeichnen den Schnittpunkt 8 dieser 
Yerbindungsstrahlen*). Dann geht auch die Linie 00^ 
durch diesen Punkt S. Denn angenommen, die Ver- 
bindimgslinie SC^ treffe g in C , so ist nach 23. Satz 2 

(2) (ABECO = (AiBiE,Ci) , 
also mit Rücksicht auf (1) 

(3) (ABEC) = (ABEC) . 

Dann muß aber notwendig C mit C zusammenfallen, also 
C'^ C sein; denn es gibt nach 25. nur einen Punkt C, 
der mit A, B und E ein Doppel Verhältnis von gegebenem 
Werte (ABEC) bildet. Ganz in der gleichen Weise zeigt 



*) Es wird dem Leser geraten, die Figuren nach den 
Angaben des Textes stets selbst zu entwerfen, auch wenn 
sie beigedruckt sind. Es erleichtert das Verständnis ungemein, 
wenn man die Figur, Schritt für Schritt der Entwicklung 
folgend, erst allmählich entstehen sieht. 
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man, .daß jede Yerbindungslinie irgend zweier anderer 
entsprechender Punkte, wie D und Dj usw., auch immer 
durch den Punkt S gehen muß. Die beiden Punktreihen 
sind also dargestellt als Schnitte des Büschels S, sie sind 
in Perspektive Jjage gebracht. 

Dies ist offenbar noch auf unendlich verschiedene 
Arten möglich, da ja mir i^ötig war, irgend zwei ent- 
sprechende Punkte der projektiven Punktreihen im Schnitt- 
pimkt der beiden Träger zm* Deckung zu bringen. Der 
Pimkt S heißt auch das „Zentrum der Perspektivität". 
Wir erhalten also den 

Satz 13. „Hat man zwei projektive Punktreihen g imd 
gl imd liegen im Sctinittpimkte der beiden Träger ent- 
sprechende Punkte der Pimktreihen vereinigt, Avährend 
die Träger g und g^ selbst nicht zusammenfallen, so 
sind die beiden Punktreihen perspektiv, d. h. alle 
Verbindimgslinien ejitsprechender Pimkte von g und 
gl laufen durch einen Pimkt, das Zentrum der Per- 
spektivität.** 

Projektive Strahlenbüschel, in Perspektive 

Lage gebracht. 

35. Um zwei in einer Ebene befindliche projektive 
Strahlenbüschel S und S^ in Perspektive Lage zu bringen, 
greifen wir irgend zwei entsprechende Strahlen e und e^ 
heraus und bringen sie zur Deckung, jedoch so, daß S 
und Sj nicht aufeinander zu liegen kommen. Dann zeigt 
die duale Betrachtung, daß die Büschel perspektiv liegen. 
Dies liefert den 

Satz 14. „Liegen zwei in einer Ebene befindliche pro- 
jektive Strahlenbüschel so, daß in der Verbindungslinie 
ihrer Mittelpunkte entsprechende Strahlen der beiden 
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Büschel vereinigt sind, während die ^littelpunkte nicht 
zusammenfallen, so sind, die Büschel „perspektiv", d. h. 
alle entsprechenden Strahlen schneiden sich auf einer 
Geraden, der »Achse der Perspektivität«." 

Die Aufgabe, eine Punktreihe imd einen zu ihr pro- 
jektiven Strahlenbüschel perspektiv zu legen, verlangt, 
den Büschel so zu orientieren, daß drei Strahlen a, b, c 
durch die ihnen entsprechenden Pimkte A, B, C der 
Punktreihe gehen. (Beweis!) Dies ist auf Gnmd plani- 
metrischer Sätze leicht durchführbar. 

Mehr Schwierigkeiten bietet es, einen Strahlenbüschel 
imd einen zu ihm projektiven Ebenenbüschel in Perspek- 
tive Lage zu bringen. Wir übergehen die Lösimg, da sie 
für das Folgende ohne Belang ist. 

§ 14. Anwendungen. 

36. Fügen wir bei, daß die in § 12 durchgeführten 
Betrachtimgen noch manche Spezialisierungen zulassen . 
So kann man z. B. bei der Konstruktion der projektiven 
Pimktreihen in 32. die auf dem Yerbindimgsstrahl AA^ 
noch ganz beliebig angenommenen Pmikte S und S^ auch 
so wählen, daß S nach A^ imd S^ nach A fällt. Dann hat 
man zur Durchführung der gleichen Betrachtung wie 
damals die Linienpaare 

AB^ , A CA 
A,B 1 ^^^ A,C } 

zu benutzen, deren erstes einen Punkt B, das zweite einen 
Punkt C liefert (Fig. 24), während die Yerbiudungslinie 
BC der Perspektive Schnitt der Büschel A und A^ ist, 
den wir mit po bezeichnen wollen. Irgend zwei ent- 
sprechende Punkte D und D^ der projektiven Punktreihen 
sind daraus zu erhalten, daß das Linienpaar 
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A 
A 



DJ 



einen auf Pq gelegenen Schnittpunkt D besitzt. Konstruiert 
man jetzt wieder die dem Schnittpunkt von g und g^ ent- 
sprechenden Punkte, so liefert die Figur unmittelbar das 
Ergebnis, daß dies die Punkte E^ und F sind, in denen 
Po den Trägern g^ \md g begegnet. 




Fig. 24. 

Ist nun die projektive Beziehung von g und g^ ge- 
geben, so sind damit diese Punkte E^ imd F und also 
auch Pq bestimmt. Ebensogut wie nach A und A^ hätten 
wir die Hilfspunkte S^ und S aber auch nach B und B^ 
oder nach C und C^ usw. verlegen können und müssen 
dadurch die gleiche Achse p^ erhalten. Wir haben also 
bewiesen : 

Satz 15. „Hat man zwei projektive Punktreiiien A,'B, 
C , ... und Ai , B^ , Cj , ... auf zwei festen Trägem g 
und g^ und betrachtet alle möglichen Linienpaare wie 

AB,\ ACi\ AD^I BC,\ BD.l •. 

a,b) a,c} a,d} b,c} b,D } "^^^-^ ^" ^^^^^ 
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die Schnittpuiikte, welche jedes dieser Linienpaare Hefert, 
auf einer Geraden p^ , welche aus den Trägem g und g^ 
diejenigen Punkte ausschneidet, die den im Schnitt- 
punkt von g und g^ vereinigten Punkten entsprechen." 
Aufgabe 13. Für zwei in einer Ebene befindliche pro- 
jektive Strahlenbüschel läßt sich ein entsprechender 
Satz aufstellen. Man beweise ihn. 

Der Satz von Desargues. 

37. Als ein Beispiel für die Brauchbarkeit dieser Be- 
trachtungen erweisen wir noch folgenden in 8. schon er- 
wähnten 

Satz 16. „Wenn zwei in einer Ebene gelegene Dreiecke 
A^BiCi und AjBgCg die Eigenschaft haben, daß 1) die 
Yerbindungslinien AjAg, B^Bg, CiCg durch einen Punkt 
gehen, so weiß man, daß 2) die Schnittpunkte von A^B^ 
und AgBg, A^Cj und AgCg, B^Ci und BgCg auf einer 
Geraden liegen, imd aus 2) folgt auch umgekehrt 1)." 




Fig. 25. 

Nehmen wir drei durch einen Punkt S gehende 
Strahlen a , b , c (Pig. 25) und auf ihnen bezüglich die 
Punktpaare A^ , Ag , B^ , Bg und C^ , Cg , so ist damit 

Doehlemann, Projektive Geometrie. 5 
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die Bedingung 1) ftir die beiden Dreiecke A^ B^ C^ und 
Ag Bg Cg erfüllt. Betrachten wir nun den Büschel S , so 
schneidet derselbe die Geraden A^ B^ und Ag Bg in zwei 
Perspektiven Punktreihen. Diese Perspektiven Punktreihen 
projizieren wir aus C^ und Cg beziehungsweise. Dann 
sind diese Büschel C^ und Cg projektiv und, wie man 
leicht erkennt, überdies perspektiv, da der Yerbindiuigs- 
strahl Cj Cg sich selbst entspricht. Es schneiden sich 
mithin entsprechende Strahlen auf einer Geraden, der 
Achse der Perspektivitat ; also müssen auf einer Geraden 
S liegen: der Schnittpunkt von A^ C^ und Ag Cg , der 
Schnittpunkt von B^Ci und BgCg, und der Schnittpunkt 
von Aj Bi und Ag Bg (da auch nach ilmi entsprechende 
Strahlen der Büschel C^ imd Cg laufen). Damit ist der 
Satz bewiesen. Ganz ähnlich verfährt man bei der Um- 
kehrung desselben. 

Zusatz. Liegen die beiden gegebenen Dreiecke in ver- 
schiedenen Ebenen, so ergeben sich die gleichlautenden 
Sätze durch einfache stereometrische Betrachtungen. 

Analytischer Ansatz. 

38. Die rechnende Geometrie behandelt die pro- 
jektive Beziehung in folgender Weise: "Werden die 
Elemente des einen Grundgebildes erster Stufe dm*ch die 
Werte eines Parameters A , z. B. eines Doppelverhältnisses 
(vgl. 25.), die eines zweiten Grundgebildes durch einen 
Parameter [x festgelegt und besteht zwischen X und /x eine 
in bezug auf jede dieser Größen lineare Relation 

(1) (Klfi + /?A + j'/i + ^ = 0, 

wo a, /8, 7, d beliebige, aber feste Zahlenwerte sind, 
so ordnet diese Gleichung, nach k oder nach fx aufgelöst, 
jedem Wert des einen Parameters einen des andern zu. 
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Es sind also auch die beiden Grundgebilde erster Stufe 
dadurch eindeutig, Element für Element, aufeinander be- 
zogen. Weiter zeigt man: Sind die beiden Grundgebilde 
eindeutig aufeinander bezogen und zwar durch eine 
solche „bilineare^' Gleichung wie (1), so folgt daraus 
schon, daß vier Elemente des einen Grundgebildes und 
ihre vier entsprechenden das gleiche Doppelverhältnis 
bilden, d. h. daß die Grundgebilde projektiv sind. Eine 
solche Relation (1) stellt also den analytischen Ausdruck 
der Projektivität dar. 

Wir woUen dies am einfachsten Beispiel zweier 
projektiver Punktreihen g und g^ noch genauer verfolgen. 
Auf g wird em Punkt ^dUkürlieh angenommen und 
ein beliebiger Punkt P von g durch seine Abszisse 
OP = X festgelegt, deren Zahlenwert nach der einen Seit^ 
positiv, nach der entgegengesetzten Seite negativ zu nehmen 
ist. Ebenso werden die Pimkte von g^ durch Abszissen x^ 
dargestellt. Zwischen diesen Parametern möge jetzt die 
Gleichung bestehen: 

(2) axxi + )8x + yxi + ^ = 0. 
Dann ist vermöge derselben auch 

(3) X = - J_ o und Xi -= — ^^--P~ . 

Diese Gleichmigen gestatten, zu jedem x oder x^ das 
entsprechende x^ oder x zu berechnen. Der Ausdruck 
für das Doppelverhältnis von vier Pimkten P , P', P'', F" 
wird aber, wie man sofort erkennt. 



(4) (PFP'T-) = 



- X'' X - x'" 



X' - X x' - x"" 



wenn diese Punkte durch die Abszissen x, x', x'', x''' 
gegeben sind. Den vier Pimkten P, P', P", F''' ent- 



5* 



§ U. Änwendun?«!. »iT 

Es sind also auch die beiden Gnuil^dl-» *i--it t.:- 
dadurch eindeutig, Element für Elem-tit. aiif-'.ii^yi^ r^. 
zogen. Weiter zeigt man: Sind die t^-iieo «Vnin-l-— < .. :- 
eindeutig aufeinander bezi^en und zwat ■l'ip-h i.-.- 
solche „bilineare'' Gleichung »ie ili, i^< f'Lt -lirvi» 
schon, daß vier Etemente des ein'n Gnuidi? ^;; !— 'i.'.i 

■L'.L Er.- 
1 Aa-ir> s 



je j^tzi dj* 



K. P*. P" 



i'. x". r- 
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sprechen viei* andere Punkte Pi , Pi , PJ', Pi" auf gi mit 
den Abszissen 

xi = — ■ — , xi = — — usw. 

ötx -\--y ax'H- y 

Dann zeigt eine leichte Eechnung, daß 

(PiPiPi'Pf) = (PP'P"P''0. 

§ 15. Metrische Relationen. Spesielle Fälle. 

Die Fluchtpunkt-Eelation. 

39. Führen wir in die Beziehung, welche die Gleich- 
heit der Doppelverhältnisse von je vier entsprechenden 
Punkten in zwei projektiven Punktreihen zum Ausdruck 
bringt, die uneigentlichen Punkte der beiden Träger g 
imd gl ein, so erhalten wir eine metrische Relation im 
speziellen Sinn, indem die Doppelverhältnisse in einfache 
Verhältnisse übergehen. Denken wir uns nämlich die 
beiden Punktreihen irgendwie perspektiv gelegt und sind 
(Fig. 6) R und Q^ die den unendlich fernen Punkten von 
gj und g entsprechenden Punkte, die wir als „Flucht- 
punkte" bezeichnen, so hat man 

(ABRQ) = (A.BiRiQi) 

imd daraus mit Rücksicht auf 25. 

AR^ BiQi 

BR AiQi 
oder 

AR. AiQi = BR. BiQi. 

Es sind also alle diese Rechtecke, je mit entsprechenden 
Punkten 'A , A^ , B , B^ , C , Cj . . . gebildet, flächen- 
gleich. Den gemeinsamen Flächeninhalt derselben eiiiftlt 
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man auch, wenn man das im Schnittpunkt der Träger 
vereinigte Punktpaar E , E^ herausgreift, für welches 

ER- EiQi = QiS -RS = k. 
Es ist also 

AR . AjQi = BR . BiQi = . . . = k = konst. 

Ahnliche, kongruente Punktreihen. 

40. Aus der allgemeinen projektiven Beziehung zweier 
Punktreihen ergibt sich eine spezielle, wenn wir die 
imeigentlichen oder unendlich fernen Punkte der beiden 
Träger besonders berücksichtigen, was dadurch möglich 
wird, daß wir dieselben in der projektiven Beziehmig 
einander entsprechen lassen. Sind Q und Q^ diese im- 
endlich fernen Punkte, so ist also 

(ABCQ) = (AiBiCiQi), 
folglich 



oder auch 



AC _ A^Ct 
BC ■" 5707 

AC BC 



=« c. 



Es muß daher überhaupt das Verhältnis irgend zweier 
entsprechender Strecken unveränderlich = c sein. Solche 
Punktreihen heißen „ähnlich". 

Ist c = 1 , so sind je zwei entsprechende Strecken 
gleich lang, die projektiven Punktreihen werden als 
„kongruent" bezeichnet. 

Aufgabe 14. Man zeige, daß man ähnliche (unter Um- 
ständen kongruente) Piuiktreihen erhält, wenn man 
zwei parallele Grerade mit einem beliebigen Strahlen- 
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büschel oder zwei beliebige Gerade mit einem Parallel- 
strahlenbüschel schneidet. 

Ebenso heißen zwei projektive Strahlenbüschel kon- 
gruent, wenn irgend zwei Strahlen den gleichen Winkel 
einschließen wie die ihnen entsprechenden. Solche 
Strahlenbüschel erhält man z. B., wenn man eine Punkt- 
reihe aus zwei Punkten S imd S^ projiziert, die gleichweit 
entfernt von derselben und auf einer Senkrechten zu ihr 
liegen, oder auch dadurch, daß man zwei ziur unendlich 
fernen Geraden Perspektive Büschel betrachtet, in denen 
folglich entsprechende Strahlen immer parallel laufen. 



IV. Abschnitt. 

Die projektive Beziehung auf dem gleichen 

Träger. 



§ 16. Die Doppelelemente und ihre Konstruktion. 

Bestimmung einer projektiven Beziehung auf 

dem gleichen Träger. 

41. Denken wir uns zwei Punktreihen g und g^ 
projektiv aufeinander bezogen. Dann können wir auch 
den Träger der einen Punktreihe mit dem der andern 
zusammenfallen lassen. Wir haben also nur noch einen 
Träger, der gewissermaßen doppelt zu nehmen und 
„projektiv auf sich selbst bezogen" ist. Die Möglichkeit 
einer solchen Beziehung laßt sich auch direkt leicht 
erkennen: denn ordnen wir drei Punkten A, B, C eines 
Trägers g drei andere Punkte Aj, B^, C^ des gleichen 
Trägers zu, so ist dadurch die projektive Beziehung 
auf der Punktreihe g festgelegt. Um sie nämlich kon- 
struktiv zu verfolgen, projizieren wir A, B, G aus einem 
beliebigen (nicht auf g gelegenen) Pimkt S und A^, B^, 
Cj aus einem Punkte S^ je durch einen Strahlenbüschel. 
Dann ist die projektive Beziehung dieser beiden Büschel 
bestimmt und entsprechende Strahlen derselben schneiden 
entsprechende Punkte auf g aus. Ist ein Punkt auf dem 
Träger g gegeben, ohne daß hinzugefügt ist, welcher der 
beiden Punktreihen er angehören soll, so kann man ihn 
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als Punkt der ein^i oder andern Punktreihe nehmen und 
demgemäß mit J oder K^ bez^dm^i. Verbindet man ihn 
dann entweder mit S oder mit S^ , so ist es möglich, die 
beiden entsprechenden Punkte J^ und K zu finden, 
welche im allgemeinen nicht zusammenMlen werden. 
Ganz ebenso können wir auch einen Strahlenbüschel 
oder einen Eben^ibüschel projektiv auf sich selbst 
beziehen. 

Der Sinn projektiver Gebilde. 

42. Ist ein Grundgebilde erster Stufe, z. B. eine 
Punktreihe g, g^ projektiv auf sich bezogen und durch- 
laufen wir das eine der beiden Systeme in einem gewissen 
Sinne, z. B. im Sinne ABC, wenn dies drei Punkte von 
g, so wird auch für die Elemente des zweiten Systems 
gl dadiuxih eine gewisse Anordmmg festgelegt, indem 
sich, wie leicht zu erkennen ist, auch für dies Gebilde 
ein einziger Sinnausbildet, derdurchdiedrei entsprechenden 
Punkte A^ , Bj , C^ bereits bestimmt ist In der Tat denken 
wir uns die beiden Punktreihen auf getrennten Trägern 
und in Perspektive Lage gebracht, so dafi sie als Schnitte 
des gleichen Strahlenbüschels erscheinen, so wird durch 
den Sinn ABC auch in diesem Büschel ein gewisser 
Sinn festgelegt, und dieser überträgt sich wiederum auf 
die zweite Punktreihe. Derselbe bleibt der gleiche, un- 
abhängig davon, welche Tripel A, B, C bzw. A^, Bj, C^ 
man herausgreift. 

Die beiden projektiven (Jebilde auf dem gleichen 
Träger, Punktreihen, Strahlenbüschel oder Ebenenbüschel, 
heißen nun„gleichsinnig"oder,,gleichlaufend",wenn 
der zweite Sinn mit dem ersten übereinstimmt (Fig. 26a), 
dagegen „ungleichsinnig" oder „entgegengesetzt- 
laufend", wenn dies nicht der Fall ist (Fig. 26b). Man 
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bemerke, daß zwei projektive Gebilde auf dem gleichen 
Träger also stets entweder durchaus im Sinn überein- 
stimmen oder durchaus entgegengesetzten Sinn haben. 
Dagegen ist es nicht möglich, daß sie etwa in einem 
Gebiete im gleichen, in einem andern Gebiete im entgegen- 
gesetzten Sinne laufen. 





^if, 



Fig. 26 a. 



Fig. 26 b. 



Die Doppelelemente. 

43. Bis hierher unterschied sich die projektive 
Beziehung auf dem gleichen Träger nicht wesentlich 
von der früher auf verschiedenen Trägem betrachteten. 
Ein neuer Gesichtspunkt wird erst durch folgende Frage- 
stellung gewonnen: Enthält ein projektiv auf sich selbst 
bezogener Träger Elemente, die sich mit den ihnen ent- 
sprechenden decken? Können wir z. B. bei einer projek- 
tiven Beziehung auf einer Geraden einen Punkt X finden, 
der mit dem entsprechenden X^ zusammenfällt? "Wir 
werden einen solchen Punkt einen „Doppelpunkt" nennen ; 
ihnen entsprechen „Doppelstrahlen" und „Doppelebehen" 
beim Strahlen- bzw. Ebenenbüschel. 
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Bevor wir nun allgemein diese Doppelelemente kon- 
struieren lernen, wollen wir sehen, wie sich ihre Existenz 
in gewissen Fällen schon aus der geometrischen An- 
schauung herleiten läßt. 

Betrachten wir eine ungleichsinnige Projektivität in 
einem Strahlenbüschel. Ein beweglich gedachter Strahl 
durchläuft den ersten Büschel im Sinne abc (Fig. 26b) 
nach irgend einem Gesetze, etwa mit gleichförmiger 
Winkelgeschwindigkeit. Die Bewegung eines Strahles 
des zweiten Büschels sei dadurch bestimmt, daß er sich 
in % befinden soll, wenn der erste Strahl mit a zusanm[ien- 
fäUt, in \ , wenn dieser b passiert usw., daß also überhaupt 
die beiden beweglichen Strahlen im gleichen Zeit- 
moment sich immer in entsprechenden Strahlen der 
projektiven Beziehung befinden. Hat nun der erste Strahl 
von a ausgehend die Lage a^ erreicht und bezeichnen 
wir ihn in dieser Stellung mit d , so befindet sich der 
entsprechende Strahl in d^. Wo nun d^ auch gelegen 
sein mag, jedenfalls haben die von a bzw. a^ über- 
strichenen Winkelräume aa^ und dd^ infolge des entgegen- 
gesetzten Drehungssinnes einen Teil gemeinsam, — in 
dem in der Figur gezeichneten Falle z. B. den Winkelraum 
d dl — , und in diesem, der von den beiden bew^lichen 
Strahlen im entgegengesetzten Sinne überstrichen wird, 
muß es einmal vorkommen, daß die Strahlen übereinander 
wegeüen. Einer solchen Stellung, wo sich für einen 
Moment die beiden Strahlen decken, entspricht aber offen- 
bar ein Doppelstrahl m, m^ der beiden Büschel. 

Jjassen wir femer den ersten Strahl von der Lage 

d aus seine Bewegung fortsetzen, bis er mit a zusammen- 

"•'^f allen ist, so bewegt sich während dieser Zeit der 

"^ite Strahl im entgegengesetzten Sinne von d^ nach % 

es muß sich also auch im Winkelraum aa,^ ein 
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zweiter Doppelstrahl n , n^ der Büschel befinden, welcher 
vom ersten Doppelstrahl m sowohl durch das Strahlen- 
paar a , a^ als auch durch das Paar d , d^ getrennt wird. 
Die gleiche Betrachtung ist auch ftir Punktreihen durch- 
führbar, so daß damit bewiesen: 

Satz 17. „In einer ungleichsinnigen projektiven 
Beziehutig auf dem gleichen Träger gibt es stets zwei 
Doppelelemente, welche durch jedes Paar entsprechender 
Elemente getrennt werden. Diese zwei Doppelelemente 
können folglich nie zusammenfallen." 

Auf die nicht einfachen Yoraussetzungen und Be- 
trachtungen, welche nötig sind, mn diesen Satz zu be- 
weisen, ohne die Anschauung zu Hilfe zu nehmen, gehen 
wir nicht ein. 

Während in ungleichsinnigen projektiven Gebilden 
1. Stufe demnach stets zwei nicht zusammenfallende 
Doppelelemente auftreten, kann man bei gleichsinnigen 
Projektivitäten dies nicht behaupten. In ihnen können 
Doppelelemente auftreten oder auch nicht. 

Dagegen ist es immöglich, daß mehr als zwei 
Doppelelemente vorhanden sind. Denn angenommen, es 
gebe in einer projektiven Beziehung auf einer Punktreihe 
drei Doppelpunkte M, N, P, so wäre für ein Paar ent- 
sprechender Punkte A und A^ 

(MNPA) = (MiNiPiAi), 

wobei Mj mit M, N^ mit N, P^ mit P zusammenfällt. 
Es ist aber unmöglich, daß zwei verschiedene Punkte A 
und AjL mit drei Punkten das nämliche Doppelverhältnis 
bilden, also fällt auch A mit A^ und überhaupt jeder 
Punkt mit seinem entsprechenden zusammen und es er- 
gibt sich: 
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Satz 18. „Wenn in einer projektiven Bezi^ung auf 
dem gleichen Träger drei Elemente mit den ihnen 
entsprechenden sich decken, so deckt sich überhaupt 
jedes Element mit dem entsprechenden, d. h. man hat 
eine Identität." 

Demnach kann die Zahl der auftretenden Doppel- 
elemente 0, 1 oder 2 sein. Ihre Bestimmung läßt 
sich zurückführen auf den Fall der Konstruktion der 
Doppelpunkte zweier ineinanderliegender projektiver 
Punktreihen. Denn aus einem projektiv auf sich be- 
zogenen Strahlenbüschel schneidet eine Gerade seiner 
Ebene zwei projektive Punktreihen aus, nach deren 
Doppelpunkten die Doppelstrahlen des Büschels laufen, 
und ein projektiv auf sich bezogener Ebenenbüschel 
wird von einer beliebigen Ebene in einem projektiv auf 
sich bezogenen Strahlenbüschel geschnitten, durch dessen 
Doppelstrahlen auch die Doppelebenen des Ebenenbüschels 
gehen. Zur Konstruktion der Doppelpunkte zweier pro- 
jektiver] Punktreihen bedienen wir uns eines Kreises, der 
ein für allemal gezeichnet vorliegen kann, müssen aber 

zu dem Zweck noch vorher eine 
Eigenschaft des Kreises kennen 
lernen. ^ 



Hilfssatz über den Kreis. 

44. Sind P und P^ zwei be- 
liebige Punkte auf einem Kreis 
(Fig. 27) und projizieren wir aus 
ihnen die übrigen Punkte des 
Kreises, also den Punkt A durch 
die Stfahlen a und a^, den 
Punkt B durch die Strahlen b 
und \ usw., so erhalten wir 




Fig. 27. 
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(lie Büschel P und P^, und diese sind projektiv, d. h. 
es gilt der 

Satz 19. „Aus irgend zwei beliebigen Punkten eines 
Kreises werden die übrigen Punkte desselben durch, pro- 
jektive Büschel projiziert." 
In der Tat ist ja 

<(ab) = <(aibi) 
oder 

<(ad) = 1800 — <(aidi). 

In beiden Fällen wird 

sin (ab) =« sin (% b^) 
sin (a d) = sin (% d^) . 

Es ist folglich auch 

(abcd) = (aibiCidi), 

wenn dies irgend vier Strahlenpaare sind, die aus P und 
Pi Punkte der Kreisperipherie projizieren; also sind die 
Büschel P und P^ projektiv; ihre besondere Eigentüm- 
lichkeit besteht darin, daß sie kongruent (vgl. 40.) und 
gleichsinnig sind. 

Die Steinersche Konstruktion der 
Doppelelemente. 

45. Es liege jetzt ein Kreis gezeichnet vor und in 
seiner Ebene befinde sich der Träger g, auf dem eine 
projektive Beziehung durch die Punktpaare A , Aj , B , 
^ij ^) C/i gegeben ist (Fig. 28). Um nun über das 
Vorhandensein von Doppelpunkten einen sicheren Auf- 
schluß zu gewinnen, wählen wir zunächst auf dem Kreise 
beliebig einen Punkt S und ziehen die Linien SA, SB, 
SC, SAi , SBi , SCi , welche den Kreis zum zweitenmal 
in A , B , C , Ai , Bi , Ci schneiden mögen. Wir haben 
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dann die beiden gegebenen Punktreihen „auf den Kreis 
projiziert". 




Fig. 28. 



Bezeichnen wir femer die eben genannten sechs 
Strahlen der Eeihe nach mit a , b , c , a^ , b^ , c^ , so 
liegen in S projektive Büschel vereinigt, also 

(1) Büschel (a , b , c . . . ) A Büschel (% , b^ , c^ . . . ) . 

Projizieren wir nun die Punkte A, B, C usw. aus 
Ai,*^ sowie die Punkte A^ , B^ , C^ usw. aus A je diu-eh 
einen Strahlenbüschel, so ergeben sich nach dem soeben 
bewiesenen Hilfssatz folgende Projektivitäten: 

(2) Büschel A(Ai , Bj , Cj . . .) Ä Büschel S(ai , bj , c^ . . .) , 

(3) Büschel Aj (A, B, C . . . ) Ä Büschel S (a, b, c ...)*) . 



*) Die Bezeichnung ist leicht verständlich: Büschel 
A (A, , Bi , Ol , . . . ) bedeutet den Strahlenbüschel mit dem 
Mittelpunkt A, dessen Strahlen nach A^, B, , C^, ... laufen. 
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Da aber nach (1) auch die Büschel rechts projektiv 
sind, so folgt 

(4) Büschel A(Ai , B^, Cj . . .) Ä Büschel Aj (A, B, C . . .) . 

Diese Büschel sind aber nicht bloß projektiv, sondern 
auch perspektiv nach Satz 14 , da in der Yerbindungs- 
linie A A^ der Büschelmittelpunkte entsprechende Strahlen 
der beiden Büschel sich decken; folglich liegen die 
Schnittpunkte entsprechender Strahlen auf einer Ge- 
raden p . 

Schneiden sich mithin AB^ und A^B in ©, femer 
AC|^ und A^C in 83, so ist die Verbindungslinie 93© die 
Achse p der Perspektivität. 

Ist also ® ein beliebiger Pimkt auf p, so liefern 
A® und Ai® die zweiten Schnittpunkte D^ und D mit 
dem Kreise, imd D und D^ geben aus S auf g projiziert 
zwei entsprechende Punkte D und D^ der projektiven 
Punktreihen. 

Nun möge die Achse p den Kreis in M und N 
schneiden. Führt man dann für diese Punkte von p die 
gliche Betrachtung durch wie gerade für den beliebigen 
Punkt @, so ergibt sich aus der Figur, daß M und N 
aus S auf g projiziert die Doppelpunkte M und N der 
projektiven Punktreihen liefern. 

In den Linien SM und SN haben wir ferner die 
Doppelstrahlen der in S vereinigten projektiven 
Strahlenbüschel (a , b , c) und (a^ , b^ , c^) ermittelt. 
Wenn also die Achse p den Hilfskreis schneidet, so treten 
reelle Doppelelemente in den beiden projektiven Gebilden 
auf (hyperbolische Projektivität). Trifft die Linie p da- 
gegen den Kreis nicht, so gibt es keine (reellen) Doppel- 
elemente (elliptische Projektivität). Berührt endlich die 
Linie p den Kreis, so haben wir den ÜbergangsfaU der 
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„parabolischen" Projektivität, bei der die beiden Doppel- 
olemente sich in ein einziges Tereinigt haben. Die letztge- 
nannte projektive Beziehung ist notvrendig eine gleich- 
Hinnige, da bei einer nngleichsinnigen Projektivität die 
beiden Doppelelemente sich nadi Satz 17 nicht ver- 
einigen können. 

Zusatz. Statt der Punkte A und Aj hätte man eben- 
sogut auch B und Bj^ oder C imd C^ usw. als Mittel- 
punkte der Perspektiven Büschel wählen können. Die 
Punkte M imd N, also auch die Grerade p müssen 
si(th dadurch ebenso ergeben. Es muß demnach auch 
der Schnittpunkt 31 von BC^ und B^C, der Schnitt- 
j)unkt 5 von BD^ und B^D usw. auf p liegen. Die 
Achse p enthält mithin alle Schnittpunkte wie 

ABiU ACa^g AD,|^ 
AiB/^ AiCp AiDp 



B 
B 



.&}« IS-}» 11')^ 



usw. 
Diese Konstniktion der Doppelelemente ersann der 
deutsche Geometer Jacob Steiner. [Die geometrischen 
Konstruktionen ausgeführt mittels der geraden Linie und 
(»inos festen Kreises. Berlin 1833.] 

Ein weiterer Satz über die Doppelelemente. 

46. Sind M, N die Doppelpimkte, A, A^, B, Bjl 
zwei Paare entsprechender Punkte zweier projektiver 
Punktreihen, so hat man 

(MNAB)«(MiNiAiBi). 
Führt man die Ausdrücke für die Doppelverhältnisse 
ein, so ergibt eine leichte Umformimg die andere Relation 

(MNAAi) = (MNBBi). 
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Der Wert dieses Doppelverhältnisses muß also für 
alle Paare entsprechender Punkte der gleiche sein, etwa 
= k = konst. Damit ist für reelle Doppelelemente be- 
wiesen der allgemein gültige 

Satz 20. „Je zwei entsprechende Elemente einer pro- 
jektiven Beziehung auf dem gleichen Träger bilden 
mit den beiden Doppelelementen ein konstantes Doppel- 
verhältnis.'* 

Wird also beispielsweise ein Paar entsprechender 
Elemente einer projektiven Beziehung durch die beiden 
Doppelelemente getrennt oder nicht getrennt, so hat 
jedes Paar entsprechender Elemente die gleiche Eigen- 
schaft. 

Bestimmung der Doppelelemente durch die 

Rechnung. 

47. Bemerken wir noch kiu:z, wie die Rechnimg die 
Doppelelemente liefert. Wird eine imd dieselbe Gerade 
als X- imd X^ -Achse genommen, so ist eine projektive 
Beziehung auf derselben nach 38. gegeben diurch eine 
Gleichung 

Ein Doppelpmikt hat die Eigenscliaft, daß für ihn 
X = Xi , vorausgesetzt, daß wir die x imd Xj vom 
gleichen Anfangspunkt aus und in derselben Richtung 
positiv rechnen. Setzen wir also in der Relation x = x^ , 
so konmit die quadratische Gleichmig 

(XX^ + (ß+ y)x + d= 0, 

(leren beide Wiu'zeln die Abszissen der Doppelpimkte 
Uefem. Sind die Wm^zeln der Gleichung imaginär, so 
gibt es keine Doppelpunkte; wir sagen: die Doppelpunkte 
sind imaginär. 

Doehlemann, Projektive Geometrie. 6 
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Alle Aufgaben , deren Lösung schließlich auf eine 
Gleichung 2. Grades fühi"t, bezeichnen wir als Aufgaben 
2. Grades. Ihre geometrische Erledigung finden diese 
immer durch die soeben bewiesene Steinersche Konstruk- 
tion, bei der ein Kreis und außerdem das Lineal zu be- 
nutzen ist. Führt eine Aufgabe analytisch zu einer line- 
aren Gleichung, also zu einer Gleichung 1. Grades, so 
wird sie als Aufgabe 1. Grades bezeichnet. Konstruktiv 
muß sie sich dann behandeln lassen lediglich unter Be- 
nutzung des Lineals. Bei einer solchen linearen Aufgabe 
kommen also bloß die Operationen vor: den Schnittpunkt 
zweier Geraden zu zeichnen und diu*ch. zwei Pimkte eine 
Gerade zu legen. Bei der Steinerschen Konstniktion da- 
gegen hatte man die Sclinittpimkte einer Geraden (p) mit 
einem Kreis zu zeichnen. 

Aufgabe 15. Eine Gerade g soll projektiv so auf sich 
bezogen werden, daß den zwei gegebenen Punkten A 
und B zwei andere A^ und Bj^ entsprechen, und daß 
der weiter gegebene Punkt M einer der Doppelpunkte 
der projektiven Beziehung wird. 

1. Lösung. Bezeichnet man M auch noch als Mj^, so 
hat man drei Paare entsprechender Punkte und kann 
unter Zuhilfenahme eines Kreises nach 45. den noch 
fehlenden Doppelpunkt finden. Man führe die Kon- 
struktion wirklich durch. 

2. Lösung. Ist von den beiden Doppelelementen eines 
gegeben, so hängt die Aufgabe, das fehlende zu be- 
stimmen, nur noch von einer linearen Gleichung ab; 
sie ist also eine Aufgabe 1. Grades nnd muß sich 
folglich auch ohne Benutzung eines Kreises, lediglich 
mit dem Lineal lösen lassen. In der Tat ziehen wir 
durch M irgend eine Gerade imd wählen auf ihr die 
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Punkte S und S^ willkürlich. Aus S projizieren wir 
die Ptmkte A, B, M, aus S^ die Punkte A^, ß^, M^. 
Dann sind diese beiden Büschel projektiv, sofern ent- 
sprechende Strahlen derselben je entsprechende Pirnkte 
der Punktreihen projizieren ; die Büschel sind aber über- 
dies wieder perspektiv, weil im Yerbindungsstrahl S S^ 
entsprechende Strahlen vereinigt liegen. Sie liefern 
eine Perspektivitätsachse p, die bestannit ist durch die 
Punkte A und B, wobei der erstere der Schnittpunkt 
von SA und S^A^ , während in B sich SB und S^B^ be- 
gegnen. Der Schnittpunkt von p mit g ist dann aber 
der zweite Doijpelpunkt N der projektiven Beziehung. 

Man beweise femer: Geht p auch durch M, so er- 
halten wir eine parabolische Projektivität; sie ist schon 
bestimmt, wenn wir uns das eine Paar A, A^^ geben xind 
den Punkt M, in welchem sich die 2 Doppelelemente 
vereinigt haben sollen. 

Ist M wieder einfacher Doppelpunkt, aber im Unend- 
lichen gelegen, so erhalten wir ähnliche Punktreihen 
(40.), da die unendlich fernen Punkte der beiden Träger 
sich dann entsprechen; dieselben haben im Endlichen 
noch einen Doppelpunkt. 

Wählen wir kongruente Punktreihen (40.), also 
AB == + -^i-'^i j s^ erhalten wir für das untere Yorzeichen 
eine ungleichsinnige Projektivität mit noch einem im 
Endlichen gelegenen Doppelpunkt. Für das obere Yor- 
zeichen sind die kongruenten Punktreihen gleichsinnig. 
Dann rückt auch der zweite Doppelpimkt ins Unendliche, 
80 daß also diese Beziehung als eine parabolische Pro- 
jektivität mit unendlich fernem Doppelpunkt anzusehen 
ist, eine Eigenschaft, die auch umgekehrt genügt, um 
kongruente gleichsinnige Punktreihen zu definieren. 

6* 
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Aufgabe 16. Man beweise, daß zwei kongruente Strahlen- 
büschel in vereinigter Lage imaginäre Doppelstrahlen 
liaben, wenn sie gleichsinnig sind, dagegen immer 
zwei reelle und aufeinander senkrecht stehende Doppel- 
strahlen, wenn sie nach en tge genge se t z enRiclitungen 
laufen. 

Lösung. Benutzen wir den Steinerschen Kreis, so wird 
die Gerade p im ersten Falle die imendlich ferne Ge- 
rade, welche den Kreis nicht trifft. Im zweiten Falle 
erkennt man unmittelbar, daß; die Doppelstrahlen die 
Linien sein müssen, welche die von entsprechenden 
Strahlen wie a und aj , b und b^ usf. gebildeten Winkel 
halbieren. 

Aufgabe 17. Yon einer projektiven Beziehung auf einer 
Geraden sind gegeben ein Paar entsprechender Punkte 
A , Ai , sowie die beiden Doppelpunkte M und N. Weitere 
entsprechende Punkte zu konstruieren. 

Aufgabe 18. In einem Strahlenbüschel sind gegeben 
die Strahlenpaare a, a^, b, b^ und der Sti-ahl m. 
Man beziehe den Büschel projektiv so auf sich, daß 
m ein Doppelstrahl und a, a^ und b, b^ zwei Paare 
entsprechender Strahlen. 

Lösung. Ziehe durch einen Punkt von m zwei Gerade 
g und gl und bringe sie bezüglich zum Schnitt mit den 
Büscheln. 

Aufgabe 19. Yon einer projektiven Beziehimg eines 
Strahlenbüschels sind gegeben ein Paar entsprechender 
Strahlen a, %, sowie die beiden Doppelstrahlen m 
und u. Weitere entsjjrechende Strahlen zu konstraieren. 

Aufgabe 20. Gegeben sind drei Gerade g^, gg, gg, 
und drei Punkte P^ , Pg , P^ ; man zeichne ein Dreieck 
Ai, Ag, Ag, dessen Ecken in dieser Reihenfolge be- 
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züglich auf den drei Geraden liegen und dessen Seiten 
AjA^, AgAg, A3A1 bzw. durch die Punkte P^, Pg, P3 
hindurchgehen. 

Lösung. Wählen wir auf g^ einen Punkt A^ ganz be- 
liebig, ziehen wir die Verbindungslinie A^P^, welche 
gg in Ag treffen möge. Die Yerbindungslinie AgPj 
schneide gg in A3 und die Verbindungslinie A3 P3 end- 
lich liefere auf g^ einen Schnittpunkt Af. Lassen wir 
A^ die Punktreihe g^ durchlaufen, so beschreibt der 
Punkt Ai eine dazu projektive Punktreihe. Wir be- 
stimmen diese projektive Beziehung, indem wir zu drei 
Lagen des einen Punktes die entsprechenden des andern 
zeichnen. Sind dann die Doppelpunkte dieser projek- 
tiven Punktreihe reell vorhanden, so liefert jeder der- 
selben ein Dreieck von der verlangten Eigenschaft. 
Verallgemeinerung für n-Ecke! 

§ 17. Die involutorische Beziehung. 

Herleitung der involutorischen Beziehung. 

48. Betrachten wir noch einen speziellen, aber be- 
sonders wichtigen Fall der projektiven Beziehung auf dem 
gleichen Träger. Eine Punktreihe sei projektiv auf sich 
bezogen und einem beliebigen Punkte A entspreche ein 
Pimkt A^. Bezeichnen wir den gleichen Punkt A mit B^, 
indem wir ihn als einen Punkt des zweiten Systems auf- 
fassen, so wird ihm ein Punkt B zugewiesen sein, der 
von Ai verschieden ist. Es fragt sich nun: Kann B mit 
A| zusammenfallen imd kann dies noch für weitere Punkte 
einer projektiven Beziehung einti^eten? Darauf gibt Ant- 
wort folgender 

Satz 21. „Wenn in einer projektiven Beziehung auf 
einer Punktreihe einmal die beiden einem Pimkte 
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entsprechenden Punkte zusammenfallen, so fallen sie 
für jeden Punkt zusammen." 

Wählen wir, um dies nachzuweisen, A und Aj sowie 
C und Ci ganz beliebig (Fig. 29), B^ femer falle mit A 

y— ^ wr-Xs sr^^ 

Fig. 29. 

und B mit A^ zusammen, dann ist durch die drei Paare 
A , B, C , A^ , Bj , Ci sicher eine projektive Beziehimg be- 
stimmt. Bezeichnen wir jetzt den Punkt C mit D^ , so 
entspricht ihm ein Punkt D derart, daß 

(ABCD) = (AiBiCiDi) 
= (BACiC) 
oder nach 24. = (ABCCi). 

Daraus folgt aber daim, daß D mit C^ zusammenfällt. 
Ganz in der gleichen Weise zeigt man, daß einem be- 
liebigen Pmikte E, Fj ein Punkt Ej, F entspricht. Es 
ist also nicht nötig, die beiden Punktreihen in der Be- 
zeichnung zu imterscheiden, jedem Punkte des Trägers 
ist ein bestimmter Pimkt zugewiesen. Es zerfällt der 
ganze Träger in Punktpaare und wir wollen die Punkte 
eines Paares als entsprechende oder zugeordnete Pmikte 
bezeichnen. Die analogen Betrachtungen gelten für den 
Strahlen- und Ebenenbüschel. Wir nennen eine solche 
projektive Beziehung, in der jedem Element ein anderes 
doppelt entspricht, eine „involutorische" oder auch eine 
„Involution" von Punkten bzw. Strahlen oder Ebenen. 
Bezeichnen wir in Fig. 29 den Pimkt AB^ mit A, den 
Punkt AjB mit A', C imd C^ mit B und B', so zeigt 
die eben durchgeführte Betrachtimg-, daß die Involution 
auf der Geraden durch die beiden Paare von zugeordneten 
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Pimkten A, A' imd B,B' gerade bestimmt ist oder all- 
gemein 

Satz 22. „Eine Involution ist durch zwei Paare von 
zugeordneten Elementen bestimmt." 

Drei Paare zugeordneter Elemente einer Involution 
sind demnach nicht voneinander unabhängig; es muß also 
z. B. für eine Punktinvolution zwischen den Strecken, 
welche drei beliebige Punktpaare A, A', B, B', C, C 
bestimmen, ein Zusammenhang bestehen. In der Tat 
ist ja 

(ABA'CO = (A'B'AC) 

und daraus folgt 

AB'.BC' . CA' = ~ A'B . B'C • CA 

oder auch 

AB' BC CA' 



A'B B'C CA 



= - 1. 



Ist umgekehrt diese Bedingung erfüllt, so kann man 
aus ihr auf die Gleichheit der obigen Doppelverhältnisse 
schließen, und die drei Punktpaare gehören einer In- 
volution an. 

Die Doppelelemente einer Involution. 

49. Die Doppelelemente der projektiven Beziehung 
finden wir natürlich auch wieder bei der Involution* 
Jedes Doppelelement stellt ein Paar von Elementen vor, 
die einander unendlich nahe gerückt sind. Sind die 
Doppelelemente vorhanden, so heißt die Involution 
eine „hyperbolische", bei nicht vorhandenen Doppel- 
elementen dj^egen eine „elliptische" und endlich eine 
,, parabolische" i wenn die Doppelelemente sich in ein 
Element vereinigt haben. 
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Sind M, N die Doppelpunkte einer Pimktinvölution, 
während A, A', B, B' usw. Paare von zugeordneten 
Punkten, so folgt aus Satz 20 (S. 81), der hier ja auch gilt, 

(MNAA') = (MJSTA'A) = konst = k. 

Es ist aber nach 24., Gleichung (3) 

also 

(MNAAO^ = 1. 

Als Wert des Doppelverhältnisses (MNAA') ergibt 
sich daraus — 1, da der Wert -[- 1 nicht zulässig (2 5. Aufg. 3.) ; 
es ist also k = — 1 und A und A' liegen harmonisch 
zu M und N, ebenso B und B' usw. Allgemein kann 
man beweisen 

Satz 23. „Eine Involution besteht aus all den Paaren 
von Elementen, welche die zwei Doppelelemente, (die 
reell oder imaginär sein können), harmonisch trennen.*' 

Gibt man sich also z. B. irgend zwei Gerade m und n, 
die sich in S schneiden, so kann man zu jedem be- 
liebigen Strahle a des Büschels S einen Strahl a' kon- 
struieren, derart, daß a imd a' das Strahlenpaar m, n har- 
monisch trennen. Alle diese Strahlenpaare a, a' büden 
eine Strahleninvolution. 

Irgend eine nicht durch S gehende Gerade wird von 
derselben in einer Putiktinvölutiön geschnitten, wie über- 
haupt aus involutorischen Gebilden diu^ch Projizieren imd 
Schneiden wiederum solche Gebilde hervorgehen. 

Läßt man m und n oder allgemein die Doppelelemente 
einer Involution zusammenfallen, so muß von den beiden 
Elementen eines jeden Paares der Involution eines sich 
stets mit diesem Doppelelement vereinigen. In einer 
solchen parabolischen (uneigentlichen) Involution ent- 
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spricht daher dem Doppelelement jedes Element des 
Tragers. Man beachte diesen Unterschied im Vergleich 
zur parabolischen Projektivität. 

§ 18. Die Pnnktinyolntion. 

Die verschiedenen Typen. 

50. Hat man eine Punktinvolution auf einer Greraden, 
so kann man auch zum unendlich fernen Punkt 0' ihres 
Trägers sich den entsprechenden Punkt verschaffen. 
Dieser Pnnkt heißt der Mittelpunkt der Involution, 
Weitere Paare entsprechender Punkte seien A, A', B, B' 
usw. Dann gilt die Relation 

(ABOOO = (A'B'0'0), 

da ja die involutorische Beziehung nur ein spezieller Fall 
der projektiven. Rechnet man die Ausdrücke aus und 
beachtet, daß 0' im Unendlichen liegt, so ergibt sich 

AO. A'O == BO.B'O. 

Demnach muß dies Produkt, gebildet für irgend zwei 
entsprechende Pimkte, immer den gleichen Wert haben. 
Bezeichnen wir denselben mit c, so sind folgende Fälle 
möglich : 

1) c positiv, also etwa c = d^. Dann müssen die 
Strecken AO und A'O, BO und B'O usw. stets gleich- 
gerichtet sein, da ihr Produkt positiv^*). Es liegen also 
entsprechende Punkte A, A' usw. immer auf der gleiche n 
Seite von , beide rechts oder beide links vom Mittelpimkt 
(Fig. 30a). In der Entfernung d vom Mittelpunkt 
finden wir rechts und links die Doppelpunkte dieser 
hyperbolischen Involution. 



*) Wir wählen auf dem Träger der Involution eine 
Richtung als die positive. 
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Fig. 30 a. 

2) c negativ, so daß c = — d^. Dann müssen 
entsprechende Punkte wie A, A' usw. stets auf ver- 
schiedenen Seiten von liegen, der eine rechts, der 
andere links vom Mittelpunkt (Fig. 30 b). Die Involution 
besitzt keine Doppelpunkte, ist elliptisch. 




Fig. 30 b. 

3) c = liefei-t den Übergangsfall. Soll das Produkt 
A • A'O stets Null sein, so muß von den zwei Punkten 
A, A' usw. immer einer nach fallen. Jedem Punkte 
des Trägers entspricht also der Mittelpimkt und in 
diesen rücken gleichzeitig die beiden Doppelpunkte. Dies 
^st eine parabolische Involution. 
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Ans 1) lind 2) ergibt sich noch die Regel: Wenn die 
beiden Pnnktpaare A, A' und B, B' sich trennen, so existieren 
keine Doppelpunkte (Fig. 30b); wenn aber eine der 
Strecken A A' und B B' ganz innerhalb oder ganz außerhalb 
der andern liegt, so sind reelle Doppelpunkte vorhanden 
(Fig. 30 a). 

Geometrische Erzeugung einer Punktinvolution. 

51. Sind zwei Punktpaare A, A', B,B' einer Punkt- 
involution gegeben (Fig. 30 a oder 30 b), so legen wir 
durch einen beliebigen Punkt P und durch A und A', 
sowie durch P, B und B' je einen Kreis. Diese beiden 
Kreise schneiden sich zum zweitenmal in einem Punkte 
Q. Die Verbindungslinie PQ trifft den Träger der In- 
volution in einem Punkte 0. Alle Kreise, die durch P 
und Q gehen, bilden einen „Kreisbüschel". Schneidet 
irgend einer dieser Kreise den Trager in den Punkten C 
und C, so ergibt sich nach planimetrischen Sätzen 
OP.OQ = OA.OA' = OB.OB' = OC.OC'. 

Also bilden die Punktpaare, in denen der Kreisbüschel 
den Träger g schneidet, die gegebene Punktinvolution. 
ist der Mittelpunkt derselben. Trennen sich die Punkt- 
paare A,A', B,B' nicht wie in Figur 30 a, so gibt es 
in dem Büschel auch zwei Kreise, welche den Träger 
berühren. Die Berührungspunkte sind die Doppelpunkte 
M, N der Involution. In der Figur 30 b, wo die Punkt- 
paai-e A,A', B,B' sich trennen, existieren keine Doppel- 
punkte. Umgekehrt wird jeder Kreisbüschel von irgend 
einer Geraden seiner Ebene in einer Punktinvolution ge- 
schnitten, die jedem der drei genannten Typen angehören 
kann. Legt man die Gerade durch P oder Q, so erhält 
man auf ihr als Schnitt mit dem Kreisbüschel eine para- 
bolische Involution. 
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§ 19. Die StrahleninTolntioii. 

Das rechtwinkelige Strahlenpaar einer 
Strahleninvohition. 

52. War für die metrische Beliandlung der Piinkt- 
involution der Mittelpimkt derselben von Bedeutimg, so 
können vsir bei einer Strahleninvolution iintner ein 
Strahlenpaar finden, dessen beide Elemente aufeinander 
senkrecht stehen. 




,9 



Fig.'_31 a. 



In der Tat ist im Pimkte S eine Involution gegeben 
durch die Strahlenpaare a, a' und b, b', so schneiden 
wir mit einer beliebigen Geraden g diese Strahleninvolution 
in einer Pimktinvolution A , A', B , B' (Fig. 31a und 31b). 
Durch die Punkte S, A, A' sowie durch S, B, B' 
zeichnen wir bzw. Kreise, die sich ziun zweitenmal in 
P begegnen. Dann können wir die Punktinvolution auf 
g auch vennittels des Kreisbüschels durch S und P er- 
zeugen. In diesem findet sich aber stets auch ein Kreis, 
der seinen Mittelpunkt auf g hat. Begegnet dieser der 
Geraden g in X und X', so werden diese beiden Pimkte 
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aus S durch ein Strahleupaar x , x' der Strahleninvolution 
projiziert, das einen rechten Winkel einschließt. 

In Figur 31a sind die Doppelpunkte M und N der 
Punktinvolution auf g konstruiert, indem nach 51. vom 
Schnittpunkt aus an einen der Kreise des Büschels 
die Tangente gezeichnet wiu'de. Nach ihiien laufen die 
Doppelstrahlen m und n der Strahleninvolution; die 
Strahlen x , x' halbieren nach Aufgabe 6 die Winkel von 




Fig. 31 b. 



m und n. Es gilt femer auch (vgl. Aufgabe 10) die 
Relation 

tg(xa).tg(xaO = tg(xb) . tg(xb'). . . - tg2(xm) = tg2(xn) 

= konst. 

Die Rechtwinkelinvolution. 

53. Errichtet man zu den Strahlen a, b, c eines 
Büschels in dessen Mittelpunkte S die Senkrechten a', 
b', c' . . . (Fig. 32), so sind die Büschel a, b, c . . . 
und a', b', c' . . . projektiv. Sie stehen aber weiter in 
involutorischer Beziehung. Denn dem Strahle a', ge- 
nommen als Strahl d , entspricht wieder a als Element d'. 



94 IV. Die projektive Beziehung auf dem gleichen Träger. 

Diese Paare rechter Winkel bilden eine Strahleninvolution, 
die man als rechtwinkelige Strahleninvolution, als „zir- 
kuläre" oder-kurz als „Rechtwinkelinvolution" bezeichnet. 
Selbstverständlich hat sie keine reellen Doppelstrahlen. 
Zwei Paare rechtwinkeliger Strahlen a, a' und b, b' 
bestimmen jedenfalls eine Involution. Schneiden wir 
sie durch eine Gerade g in der Punktinvolution A, A', B,B' 
(Fig. 32) imd legen abermals diurch S, A, A' sowie 




Fig. 32. 

durch S, B, B' je einen Kreis. Der zweite Schnittpunkt P 
dieser Kreise liegt dann symmetrisch zu S in bezug 
auf g, und alle Kreise des dadurch bestinmiten Kreis- 
büschels haben ihre Mittelpunkte auf dieser Geraden. 
Folglich wird irgend ein Strahl c der Involution auf dem 
ihm zugeordneten c' senkrecht stehen. Es folgt daher 

Satz 24. „Eine Strahleninvolution besitzt stets ein 
Strahlenpaar, dessen Strahlen aufeinander senkrecht 
stehen. Treten aber in einer Involution zwei Paare 
zueinander rechtwinkeliger Strahlen auf, so steht jeder 
Strahl auf dem ihm entsprechenden senkrecht, die In- 
volution ist eine Rechtwinkelinvolution." 
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§ 20. Die InTolutionen beim yollständigen Viereck 
und Vierseit. Transversalen beim Dreieck. 

Schnitt einer Greraden mit einem vollständigen 

Viereck. 

54. Ist ein vollständiges Viereck E, F, G , H gegeben 
und irgend eine Gerade g , so schneidet dieselbe die drei 
Gtegenseitenpaare 1 , F, m, 
m', n, xif des Vierecks in 
drei Punktpaaren L, L', 
M, M^ N, F (Fig. 33), 
von denen wir zeigen 
wollen, daß sie einer In- 
volution angehören. 

Bezeichnen wir den 
Schnittpunkt von EG und 
FH mit X und projizieren 
die Punkte E, X, G, N' 
zuerst aus F, dann aus H 
auf g, so ergibt sich 

(EXGNO = (LNM'NO = (MNL'N') , 
folglich 

(LNM'NO = (MNL'NO = (L'N'MN) . 

Mithin gibt es eine projektive Beziehung, in der den 
Punkten L, N, M', N' der Reihe nach die Punkte L', N', 
M, N zugeordnet siad, imd diese muß eine involu torische 
sein, da sich die Punkte N imd W in doppelter Weise 
entsprechen (Satz 20 S. 81). Damit ist bewiesen der von 
Desargues (1639) herrührende 

Satz 25. „Die drei Paare von Gegenseiten eiaes voll- 
ständigen Vierecks werden von irgend einer Geraden 
in drei Pimktpaaren einer Involution geschnitten." 




Fig. 33. 
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Wählen wir die schneidende Gerade speziell so, daß 
sie durch zwei Nebenecken des vollständigen Vierecks 
liindurchgeht, z. B. durch L imd M (28. Fig. 16), so ver- 
einigen sich in L und M je zwei entsprechende Punkte 
der Involution; also werden dies die Doppelpunkte der 
ausgeschnittenen Involution und das letzte Paar von 
Gregenseiteh liefert ein Punktpaar, das zu M und N har- 
monisch liegt (49. Satz 23); damit sind wir auf die Figur 
zurückgekommen, aus welcher wir fruiier die geometrische 
Definition harmonischer Punkte ableiteten. 
Aufgabe 21. Eine Punktinvolution auf einer Geraden 
ist durch die Punktpaare L , L', M , M' gegeben; man 
konstruiere zu einem beliebig angenommenen Punkte 
X den entsprechenden N'. 
Lösung. Unter Bezugnahme auf Satz 25 verschaffen 
wir uns ein zweckmäßig gelegenes vollständiges Vier- 
eck, indem wir durch N irgend eine Gerade ziehen, 
auf ihr beliebig die Punkte F und H wählen, femer 
die Geraden FL, FM', HL', HM zeichnen. Dann 
sclmeiden sich F L und H M in E , F M' und H U in 
G \md die Verbindungslinie E G liefert in ihrem Schnitt- 
pmikt mit dem Träger den gesuchten Punkt N'. Diese 
Konstruktion erfordert bloß das Ziehen von geraden 
Linien, ist also der Natur der Aufgabe gemäß eine rein 
„lineare". 
Für das vollständige Vierseit läßt sich dann ohne 
weiteres aussprechen 

Satz 26. „Die drei Paai-e von Gegenecken eines voll- 
ständigen Vierseits werden aus jedem Rmkte seiner 
Ebene durch drei Strahlenpaare einer Involution pro- 
jiziert." 
Aufgabe 22. Eine Strahleninvolution ist durch zwei 
Strahlenpaare gegeben; zu einem beliebig ange- 



§ 20. Die Involutionen beim vollständigen Viereck usw. 97 



nommenen weiteren Strahle den entsprechenden zu 
konstruieren und zwar lediglich mit Benutzung des 
Lineals. 
Aufgabe 23. Schneidet eine beliebige Gerade g die 
Nebenseiten LL', MM', NN' eines vollständigen Yier- 
seits in den Punkten X, Y, Z und ermittelt man zu X 
den vierten harmonischen X' in bezug auf L, L', ebenso 
zu M , M' und N , N' die vierten harmonischen T', Z', 
so liegen X', Y', Z' wieder auf einer Geraden g'. 

Zum Bew^eise bringe man g mit der Yerbindungslinie 
X' Y' in P zum Schnitte und betrachte die Strahleninvolution, 
durch welche die Gegeneckenpaare aus P projiziert werden. 
Läßt man g ins Unendliche rücken, so folgt daraus der 
Satz von Gauß : Die Mitten der Strecken L L', M M', NN', 
welche von den Gegeneckenpaaren eines vollständigen 
Vierseits gebildet werden, liegen auf einer Geraden. 

Sätze über das Dreieck. 

55. Ist ein Dreieck ABC gegeben mid in seiner 
Ebene ein Punkt P sowie eine Gerade p , so wollen wir 
P aus den Ecken auf die Dreiecks- 
seiten projizieren nach A^, B^, C^ 
(Fig. 34) imd anderseits p mit den 
Dreiecksseiten in A', B', C zum 
Schnitt bringen. Auf jeder Drei- 
ecksseite liegen also vier Punkte. 
Projizieren wir dieselben aus P auf 
die Transversale p imd treffen 
PA, PB, PC in A, B, C diese 
Gerade, so ist 

(ABCiC) = (ABCC) 

(BCAiA') = (BCAA') 

(CABiB') = (CABB'). 

Doehlemann, Projektive Geometrie. 
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führen wir auf der rechten Seite die Ausdrücke für die 

Doppelverhältnisse ein und bilden das Produkt, so ergibt 

sich 

BC'-CA'. AB' 
(1) (ABC,CO(BCA,AO(CAB,BO = - ^^r^^^r,^^. ^ 

Nun werden aber die drei Gegenseitenpaare des voll- 
ständigen Vierecks ABCP von p in den Pimkten 

AA', BB', CC 
geschnitten, die folglich einer Involution angehören, und 
es gilt (vgl. 48. S. 87) die Beziehimg 

ABMKC^.CA'__ 

^ ^ A'B.B'C.C'A 

Demnach wird in (1) 

(3) (ABCiC')(BCAiA')(CABiB') = — 1 . 

Dieser Zusammenhang besteht zwischen den di*ei 
Doppelverhältnissen, wobei der Pimkt P imd die Gre- 
rade p noch beide ganz willkürlich angenommen werden 
konnten. Haben zwei dieser Doppelverhältnisse den Wert 
— 1 , so ergibt sich folglich für das dritte der gleiche 
Wert, so daß damit bewiesen 

Satz 27. „Projiziert man einen Punkt Q aus den Ecken 

eines Dreiecks auf dessen Seiten und konstruiert auf 

jeder Seite den vierten harmonischen dieses Pimktes 

in bezug auf die beiden Dreiecksecken, so liegen diese 

auf einer Geraden q." 

Diese Gerade heißt die „Harmonikale" des Punktes Q 

und umgekehrt gehört zu jeder beliebig angenommenen 

Geraden q ein solcher Punkt Q. 

56. Schreiben wir die Gleichimg (3) in der Form 

/ AC^.BAi-CBA / BC'>CA'.AB '\ _ _ 
^ ^ IbCi-CAi-AbJ ' Uc'.BA'.CB^I "" ~ ' 
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so zeigt sich, daß der erste Klainmeraiisdnick bloß vom 
Punkte P, der zweite lediglich von der Geraden p ab- 
hängt. Wählen wir nun als Gerade p die imendlich 
ferne Gerade, so werden für diese die drei Quotienten 

TTv j WT7 ? TTB? j^ ^^^ Einheit gleich, also ist auch 

AC. BA. CB, 
(5) BC^ • cf • ÄB^ = - ^ 

oder 
(5») ACi . BAi . CBjL = - BCi • AB^ . CA^ . 

Damit haben wir den Satz des Ceva (1678) erhalten: 

Satz 28. „Schneiden die diu-ch einen Punkt gehenden 
Ecktransversalen eines Dreiecks A B C die Gegenseiten 
in Aj , Bj , Cj , so gilt die Beziehimg 
AC, BA, CB, _ _ 
BCi*CA/aBi 
Es gilt aber auch die Umkehnmg: 
„Treffen drei Ecktransversalen eines Dreiecks ABC 
in Ai , Bj , Ci die Gegenseiten und ist die Beziehimg 
(5) erfüllt, so schneiden sich die drei Linien A A^ , BB^ , 
CCi in einem Pimkte." 
Denn projizieren wir den Schnittpimkt von AA^ und 
BB^ aus C nach C/, so liefert der obige Satz: 

ACi' BAi CBi 



BC{ CAi ABl 

so daß in Verbindung mit (5) 

ACi AC{ 






/ 7 



B Gl B C{ 

also muß. Gl mit G^ zusammenfallen. Die Vorzeichen er- 
halten wir am sichersten, indem ^yiT in der Gleichimg (5) 
die Vorzeichen der drei Teilquotienten bestimmen. 

7* 
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Yerbinden wir endlich noch. (5) mit (4), so ergibt 
sich 

BC' CA' AB' 

(6) = 1 

■ ^ AC BA' CB' 

oder der Satz des Menelaos (100 nach Chr.): 

S a t z 2 9. „Schneidet eine beliebige Transversale die Seiten 
eines Dreiecks A B C in A', B', C, so gilt die Beziehung 

BC^ CA' AB' 

AC''.BÄ' * CB"' '~ 
oder 

BC . CA' . AB' = AC . BA' • CB' " 

und umgekehrt: 

„Enthalten die Seiten eines Dreiecks drei Pimkte A', 
B', C und gilt die Beziehimg (6), so liegen diese drei 
Punkte auf eiQer Greraden." 

Diese Umkehrung beweist man ganz ähnlich, wie die 
des Satzes von Ceva. 

Aufgabe 24. Man beweise, daß sich in jedem Dreieck 

a) die drei Seiten-Halbierenden, 

b) die "Winkel-Halbierenden, 

c) die drei Höhen 

je in einem Pimkte schneiden. 

Aufgabe 25. Einem Dreieck ABC ist eüi Kreis um- 
schrieben und die Tangenten des Kreises in den Eck- 
piimkt^n werden mit den Gegenseiten zum Schnitt ge- 

' ^bracJi^P Man beweise, daß diese drei Punkte auf einer 
Geraden liegen (Gerade von Lemoine). 



Y. Abschnitt. 

Die Kegelschnitte als Erzeugnisse projektiver 
Grrundgebilde erster Stufe. 



§ 21. Bas Erzeugnis zweier projektiver, in der gleichen 
Ebene gelegener Strahlenbüschel. 

Die Erzeugung neuer Gebilde. 

57. Im bisherigen haben wir uns damit beschäftigt, 
die einförmigen Grundgebilde projektiv aufeinander oder 
auf sich selbst zu beziehen und die Eigenschaften solcher 
Beziehungen zu untersuchen. Dies ist aber nicht unser 
Endzweck; vielmehr wollen wir jetzt projektive Grund- 
gebild^(j^rster Stufe dazu benutzen, um aus ihnen neue 
geometrische Gebilde abzuleiten. In zwei projektiven 
Grundgebilden sind ja die Elemente einzeln einander zu- 
geordnet. Wenn nun zwei solche einander entsprechende 
Elemente vermöge der Operationen des Projizierens oder 
Schneidens ein neues Element festlegen, so bestimmen 
die beiden projektiven Gnmdgebilde — vorausgesetzt, 
daß man alle die unendlich vielen entsprechenden Ele- 
mente zusammen nimmt — eine unendliche Anzahl neuer 
Elemente, also ein neues geometrisches Gebilde, das wir 
als „Erzeugnis" der projektiven Grundgebilde bezeichnen. 

Hat man z. B. zwei projektive Strahlenbüschel, die 
in einer Ebene gelegen sind, so kann man jeden Strahl 
des einen Büschels mit dem ihm entsprechenden des andern 
Büschels zum Schnitt bringen und man erhält so zunächst 
lauter einzelne Punkte, die aber um so mehr einen im- 
unterbrochenen Linien zug, also eine „Kurve" bilden werden, 
je mehr man die Strahlen in den Büscheln verdichtet. 
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Zwei beliebig im Räume gelegene projektive Strahleii- 
büschel dagegen würden zimächst kein neues Gebilde „er- 
zeugen", weü zwei im Eaum befindliche Gerade kein neues 
Element festlegen. 

Hat man zwei projektive Punktreihen, so kann 
man jeden Punkt mit seinem entsprechenden durch eine 
Gerade verbinden und erhält so als Erzeugnis ein System 
von unendlich Abelen Geraden. Dies ist möglich, gleich- 
gültig, ob die Pimktreihen in einer Ebene liegen oder be- 
liebig im Räume. Das Erzeugnis ist freilich in beiden 
Fällen ein ganz verscliiedenes. Denn bei der ersten An- 
nahme liegen alle diese Verbindungsgeraden in der gleichen 
Ebene, bei der zweiten sind sie im Räume angeordnet. Auf 
diese Weise kann man neue geometrische Gebilde erzeugen, 
und dies sind gerade die einfachsten und wichtigsten der 
Geometrie und die nämlichen, zu denen man auch durch 
die anderen mathematischen Untersuchungsmethoden ge- 
führt wird. Wir betrachten zunächst das Erzeugnis zweier 
projektiver Strahlenbüschel in der gleichen Ebene. Dies 
ist, wie bereits erwähnt, eine Kurs^e. Daher müssen wir 
einige auf diesen Gegenstand sich beziehende Bemerkungen 
vorausschicken. 

Ordnung und Klasse einer Kurve. 

58. Unter einer „ebenen Kurve'' oder kurz einer 
„Kurve" wollen wir einen ununterbrochenen Linienzug 
verstehen, dessen einzelne, alle in einer Ebene befind- 
liche Punkte sich nach einem mathematischen Gesetze 
bestimmen*). In der rechnenden (analytischen) Geometrie 



*) Auf die genaueren, zum Teil schwierigen Definitionen, 
wie sie nur die Analysis zu liefern imstande ist, können wir 
hier nicht eingehen. 
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teilt man die Kurven ein nach der Natur der Gleichung, 
durch welche sie, etwa in rechtwinkeligen Koordinaten 
X, y, dargestellt werden. Diese Gleichung kann durch 
eine „transzendente" Funktion der Yariabeln gegeben 
werden — „transzendente Kurven", oder durch eine „al- 
gebraische" Funktion — „algebraische" Kurven. Die Auf- 
gabe, die Schnittpunkte einer beliebigen Geraden mit 
einer Kurve zu bestinmien, führt dann auf eine Gleichung, 
deren Wurzeln, sofern sie reell sind, die geometrisch in 
die Erscheinung tretenden Schnittpunkte der Geraden mit 
der Kurve liefern; etwaigen imaginären Wurzeln dagegen 
entsprechen keine geometrisch sichtbaren Schnittpunkte. 
Ist die Kurvengleichung transzendent, so erhält man 
auf einer beliebigen Geraden im allgemeinen unendlich 
viele Schnittpunkte mit der Kurve, da auch die Gleichung 
für die Schnittpunkte dann transzendent sein wird. Liegt 
eine algebraische Kurvengleichung vor vom Grade n 
(bei der also die Summe der Exponenten von x und y in 
jedem Tenn n nicht übersteigt, aber mindestens einmal 
erreicht), so ist auch die Gleichung zur Bestimmung der 
Schnittpunkte der Kurve mit einer Geraden algebraisch 
und vom n*®*^ Grad. Diese Zahl n nennen wir die 
„Ordnung" der Kurve ohne Rücksicht darauf, ob die 
Wm^zeln der letzteren Gleichung reell oder (paarweise) 
komplex sind. Natürlich kann dann auch die Zahl der 
reellen Schnittpunkte einer beliebigen Geraden mit einer 
solchen Kurve n^^ Ordnung nie größer, sondern höchstens 
= n sein. Doch braucht die Zahl von n reellen Schnitt- 
punkten mit einer Geraden nicht erreicht zu werden. 
Es kann vielmehr vorkommen, daß, n z. B. als gerade 
vorausgesetzt, eine beliebige Gerade immer nur n — 2 
oder n — 4 usw. reelle Schnittpunkte mit der Kurve 
j^ter Ordnung liefert. 
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Um zu dein Begriff der Tangente einer Kurve zu ge- 
langen, sei P ein Punkt einer Kurve, P^ ein anderer Punkt 
derselben. Der Punkt P^ rückt auf der Kurve gegen P 
hin. Dann kann man immer die Yerbindungslinie PP^ 
zeichnen. Je mehr sich nun P^^ dem Punkte P nähert, 
um so mehr nimmt die Yerbindimgslinie PP^ eine be- 
stimmte Grenzlage, die der Tangente in P, an, die er- 
reicht wird, wenn P^ mit P zusammenfällt. Die Diffe- 
rentialrechnung lehrt durch die Rechnung diese Tangente 
zu ermitteln, sofern die Funktion, deren geometrisches 
Bild die gegebene Kurve ist, die nötigen Yoraussetzungen 
erfüllt. Eine Kurve bestimmt also auch eine unendliche 
Anzahl von geraden Linien, ihre Tangenten. Jede Tangente 
berührt im „Berührungspunkt" die Kurve. 

Ist umgekehrt eine Reihe von unendlich vielen Ge- 
raden gegeben, die ununterbrochen (stetig) aufeinander 
folgen, so ist auch dadurch eine Kurve bestimmt, die von 
diesen Geraden als Tangenten „umhüllt" wird (Fig. 35). 
Halten wir eine der Geraden, etwa t fest, und wählen 
eine zweite, etwa t^, näher imd näher an t, so nähert 
sich der Schnittpunkt von t imd tj^ mehr und mehr einem 

bestimmten Punkt auf 
t, den er erreicht, 
wenn t^ mit t zu- 
sammenfällt. Dieser 
Pimkt ist der Berüh- 
nmgspunkt T von t 
mit der umhüllten 
Kurve. Yondendiuxjh 
T an die Kurve gehen- 
den Tangenten haben 
sich also zwei in der 
Fig. 35. Tangente t vereinigt. 
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Die Aufgabe, die Tangenten einer algebraischen Kurve 
zu bestimmen, die durch einen beliebigen Punkt P in der 
Ebene der Kurve gehen (Fig. 35), führt rechnerisch auf eine 
gewisse Gleichimg. Den Grad dieser Gleichung bezeichnet 
man als die „Klasse" der Kurve imd zwar in rein analy- 
tischem Sinne, also ohne Eücksicht auf die Realität dieser 
Tangenten. Diese Zahl ist dann auch wieder eine obere 
Grenze für die Anzahl der reellen Tangenten, die durch 
einen Punkt an eine Kurve gehen können. An eine Kiu've 
yter Klasse können also auch von keinem Pimkte aus mehr 
als V reelle Tangenten gezogen werden. 

Die Kurve 2. Ordnung. 

59. Betrachten wir jetzt das Erzeugnis zweier pro- 
jektiver Strahlenbüschel S und S^ in der gleichen Ebene. 




Fig. 36. 

Die projektive Beziehung derselben sei festgelegt durch 
die drei Paare entsprechender Strahlen a, a^ , b, b^ , c, c^ , 
welche sich bezüglich in A, B, €, schneiden (Fig. 3G)*). 
Um weitere Punkte der von den Büscheln erzeugten Kiu've 
zu erhalten, konstruieren wir noch andere entsprechende 

*) Man lege sich, wie immer, die Figfur selbst an. 



106 V. Die Kegelschnitte als Erzeugnisse usw. 

StraMen der beiden Büschel nach der in 33. (Fig. 23) 
gegebenen Methode. Wir wählen zwei Gerade g und g^ 
beliebig durch A, bringen g mit a, b, c in A, B, C, g^ 
mit %, b^, Ci in Aj, Bi, Ci zum Schnitt; dann liefern 
BBi und CCj in ihrem Schnittpunkt das Zentrum P der 
Perspektivität für die Pimktreihen auf g und g^ . 

Zu einem beliebigen Strahl d des Büschels S finden 
wir dann den entsprechenden d^ im Büschel S^ gemäß 
der Yorschrift, daß der Schnittpunkt D von d und g mit 
dem Schnittpunkt D^ von d^ und g^ auf einer Geraden 
diu-ch P liegen muß. Die Strahlen d und d^ schneiden 
sich in einem weiteren Punkt D der erzeugten Kurve, 
die wir kurz mit k^ bezeichnen wollen imd von der wir 
auf diese Weise beliebig viel Punkte zeichnen können. 

"Wir behaupten nun, daß auch die Büschelmittelpunkte 
S und Si auf der k^ liegen. Denn betrachten wir den 
Verbindungsstrahl S S^ als einen Strahl des Büschels S, 
weswegen er mit e bezeichnet werden möge, so entspricht 
ihm der in der Figur gezeichnete Strahl e^ und es er- 
scheint Si als Schnitt der entsprechenden Strahlen e und 
e^, also liegt S^ auf der erzeugten Kurve. Ebenso kann 
SSi aber auch als Strahl des Büschels Sj, also als ein 
Strahl fj betrachtet werden, wonach ihm der in der 
Figur konstruierte Strahl f entspricht S ist jetzt Schnitt- 
punkt der entsprechenden Strahlen f und f^ , mithin eben- 
falls ein Punkt von k^. 

Die Kurve k^ ist ferner von der 2. Ordnung, d. h. 
eine beliebige Gerade 1 schneidet sie im allgemeinen in 
zwei Punkten. Um dies zu beweisen, konstruieren wir 
in einer eigenen, neuen Figur die Schnittpunkte A, 
B, C von 1 mit den Strahlen a, b, c imd die Schnitt- 
punkte Aj , Bj , Cj von 1 mit a^ , b^ , q . Denken wir uns 
die beiden projektiven Büschel S und S^ mit 1 geschnitten, 
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so sind die auf 1 entstehenden Punktreihen A, B, C . . ► 
mid Aj, Bi, Gl . . . ebenfalls projektiv. Ist M ein Doppel- 
punkt dieser beiden Punktreihen, so schneiden sich in 
ihm entsprechende Strahlen SM und S^M der beiden 
Büschel, folglich liegt ein solcher Doppelpunkt auf der k^. 
Andererseits muß ein Schnittpunkt von 1 mit k^ notwendig 
einen Doppelpunkt der projektiven Punktreihen liefern. 
Folglich liegen auf der Geraden 1 so viel Schnittpunkte 
mit der Kurve k^, als Doppelpunkte der beiden projektiven 
Punktreihen vorhanden sind, d. h. zwei, die natürlich reell 
oder nicht vorhanden (imaginär) oder in einem Punkte 
vereinigt sein können. Die Kurve k^ ist also von der 
2. Ordnung. .Wir nennen sie wohl aucli eine „Punkt- 
reihe 2. Ordnung". Die wirkliche Durchführung der 
Konstruktion der Schnittpunkte auf 1 folgt später als 
Aufgabe 26 (S. 112). 

Kehren wir nun wieder zu der Figur 36 zurück. 
Jede durch S gehende Gerade wie z. B. d hat also mit 
der k^ außer S noch einen Punkt gemein und zwar 
ist dies der Punkt D, wo d von dem entsprechenden 
Strahl d^ getroffen wIkI. Betrachten wir nun aber den 
Strahl f , so wird dieser Strahl von dem entsprechenden 
Strahl fj wieder in S getroffen: es fallen mithin für den 
Strahl f die beiden Schnittpunkte mit der k^ nach S, 
demnach ist f die Tangente in S an die Kurve k^. Ebenso 
folgert man, daß der Strahl e^ die Kurve k^ in Sj berührt. 

Zusammenfassend gelangen wir zu folgendem 
Satz 30. „Das Erzeugnis zweier projektiver, in der 
gleichen Ebene befindlicher Strahlenbüschel ist eine 
Kurve 2. Ordnung, welche auch durch die Büscheln 
mittelpunkte hindurchgeht und in diesen diejenigen 
Strahlen zu Tangenten hat, welche dem Verbindungs- 
strahl der Mittelpunkte bezüglich entsprechen." 
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Weitere Sätze über die Kurve 2. Ordnung. 

60. Die Punkte S und S^ nahmen bis jetzt eine 
ausgezeichnete Stellung ein gegenüber den anderen Punk- 
ten der k^. Trotzdem spielen sie auf dieser Kurve keine 
besondere Eolle, vielmehr können, wie wir jetzt zeigen 
wollen, irgend zwei beliebige Punkte von k^ als Mittel- 
punkte projektiver Büschel genommen werden, welche 
die Kurve k^ erzeugen. 

Es seien wieder (Fig. 3 7) die beiden projektiven Strahlen- 
büschel S imd Sj 

A' A gegeben durch die 

Strahlenpaare a, a^, 
b, bi, c, Ci, welche 
die Punkte A, B, C 
liefern, ferner seien 
durch A die Hilfs- 
geraden g und gl ge- 
zeichnet und das Zen- 
trum P der Perspek- 
tiven Punktreihen auf 
g und gl konstruiert. 
Wenn wir dann SP 
ziehen, so ist der Schnittpunkt T von SP mit g^ ein 
Punkt der erzeugten Kurve k^ und ebenso der Punkt It 
in welchem g von S^ P getroffen wiixl. Die Eichtigkeit 
dieser Behauptungen ergibt sich direkt durch die Be- 
merkung, daß ST und S^T, ebenso SR und S^R gemäß 
unserer Konstruktion entsprechende Strahlen t, t^ bzw. 
r, r^ sind. — Man erhält dann die nämliche projektive 
Beziehung der Büschel S und S^, also auch die gleiche 
Kiu*ve k^, wenn man statt von den Strahlenpaaren a,ai, 
b,bi, c, Ci ausgeht von den drei Strahlenpaaren h,\\ 




Fig. 37. 
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Wir denken uns nun, wir hätten die Kurve k^, aus- 
gehend von den projektiven Büscheln S und S^ , konstruiert. 
Darauf greifen wir auf ihr drei Punkte beliebig heraus, 
die wir B, T, R nennen, während die nach ihnen laufen- 
den Strahlen der Büschel S und S^ bzw. b, b^ , t, t^ , r, r^^ 
heißen mögen, und stellen uns jetzt die Aufgabe, die 
Figur 37 zu rekonstruieren, also zwei Gerade g und g^ 
zu finden, welche die Konstruktion der projektiven Be- 
ziehung vermitteln. 

Ziehen wir ST und S^R, so liefert ihr Schnittpunkt 
einen Punkt P. Durch P woUen wir jetzt irgend eme 
Gerade ziehen, welche die Strahlen b und b^ bezüglich 
in B' und Bf trifft. Wir zeichnen den Schnittpunkt A' 
von RB' und TBf. Bezeichnen w^ir die Geraden RA' 
und TA' bzw. mit g' und gf, so können wir unter Be- 
nutzung von P als Perspektivitätszentrum die Büschel S 
und Si jetzt projektiv aufeinander beziehen, und diese 
projektive Beziehung muß notwendig die gleiche sein, 
wie die ursprünglich gegebene, da sie in drei Paaren 
entsprechender Strahlen b,bi, t,ti, r, r^ mit ihr über- 
einstimmt. Dann schneiden sich aber in A' entsprechende 
Strahlen der gegebenen projektiven Büschel, d. h. A' liegt 
auch auf der Kurve k^. 

Nun war aber die Gerade durch P, welche B' und 
Bi auf b und b^ ausschnitt, noch ganz beliebig. Lassen 
wir sie den Büschel P durchlaufen, so beschreiben B' 
und Bi auf b imd b^ zueinander Perspektive Punktreihen. 
Die Strahlen RB' und TBi, welche diese Pimktreihen je 
aus R imd T projizieren, werden also projektive Strahlen- 
büschel durchlaufen und entsprechende Strahlen dieser 
Büschel schneiden sich immer in Punkten A' der Kurve 
k2. Folglich werden die Punkte A' aus R und T durch 
projektive Büschel projiziert. 
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Die Eechnung zeigt nun femer, daß die durch pro- 
jektive Strahlenbüschel erzeugte Kiure die allgemeinste 
Kurve 2. Ordnung ist. Wir haben also den 

Satz 31. „Die Pimkte einer Kiu've 2. Ordnung werden 
aus zwei beliebigen ihrer Punkte durch projektive 
Strahlenbüschel projiziert." 

Zusatz 1. Da wir in den Büschelmittelpunkten S und 
Si nach 59. die Tangenten an die Kurve 2. Ordnung 
konstruieren konnten, so ist es ims jetzt auch möglich, 
in einem beliebigen Punkt der Km*ve die Tangente 
zu zeichnen, indem wir den Mittelpunkt des einen er- 
zeugenden Büschels in diesen Punkt verlegen. 

Zusatz 2. Der Kreis ist auch eine Kurve 2. Ordnung 
und besitzt die in Satz 31 zum Ausdruck gebrachte 
Eigenschaft (44.), die wir übrigens bei der Steinerschen 
Konstruktion bereits benutzten (45.). Da aber diese 
Konstruktion bloß diese Eigenschaft voraussetzte, so 
könnten wir dazu statt des Kreises auch eine beliebige 
Kurve 2. Ordnung benutzen. 

Bestimmung einer Kurve 2. Ordnung. 

61. Aus der Erzeugung der Kurve 2. Ordnung durch 
projektive Büschel folgt auch leicht, daß es eine imd nur 
eine solche Kurve gibt, welche fünf beliebig in einer 
Ebene gelegene Punkte 1, 2, 3, 4, 5 enthält. Deim 
wählen wir z. B. die Punkte 1 und 2 als Büschelmittel- 
punkte, so müssen den Strahlen 13, 14,. 15 der Eeihe 
nach entsprechen die Strahlen 23, 24, 25, wodurch die 
projektive Beziehimg der Büschel gerade festgelegt ist 
Die Büschel 1 und 2 erzeugen dann die durch die fünf 
Punkte gehende Kurve 2. Ordnung. Es kaiui keine zweite 
solche Kurve geben. Denn auch eine solche zweite Kurve 
würde aus 1 und 2 diurch projektive Büschel projiziert 
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und diese projektive Beziehung muß mit der eben be- 
stimmten notwendig zusammenfallen, da sie drei Paare 
entsprechender Strahlen mit ihr gemein hat. Also folgt 

Satz 32. „Durch fünf beliebige Punkte einer Ebene 
geht eine und stets eine Kurve 2. Ordnung." 



.» >*' 




Fig. 88. 

"Würden von den fünf gegebenen Punkten drei, etwa 
die Punkte 3, 4, 5 in einer G^eraden p liegen, so wären 
die Strahlenbüschel aus 1 imd 2 perspektiv imd die Ge- 
rade p wäre die Achse der Perspektivität. Das Erzeugnis 
dieser Perspektiven Strahlenbüschel 1 und 2 bestände 
ziuttächst in der Geraden p, da sich ja entsprechende 
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Strahlen stets auf p begegnen. Weiter gehört aber auch 
die Verbindimgslinie 12 der Büschelmittelpunkte diesem 
Erzeugnis an. Denn in ihr fallen zwei entsprechende 
Strahlen der Perspektiven Büschel ihrer ganzen Ausdehnung 
nach zusammen, so daß jeder Pimkt dieser Linie als 
Schnittpunkt dieser beiden entsprechenden Strahlen der 
Perspektiven Büschel betrachtet werden kann. Bei Per- 
spektiven Büscheln besteht also das Erzeugnis in zwei 
geraden Linien, die Kurve 2. Ordnung ist, wie man sich 
ausdrückt, „zerfallen" und zwar in zwei Gerade, d. h. 
zwei Kurven 1. Ordnung. 

Aufgabe 26. Eine Kurve 2. Ordnimg ist gegeben durch 
die fimf Punkte 1, 2, 3, 4, 5; die Schnittpunkte mit 
einer Geraden 1 zu konstruieren. 

Lösung. Wir führen den in 59. angegebenen Gedanken- 
gang drn-ch. Die Punkte 1 und 2 w^erden als Mittel- 
punkte der die Kurve erzeugenden Büschel genommen 
(Fig. 38); die Pimktreihen, welche die gegebene Ge- 
rade 1 auf diesen Büscheln ausschneidet, projizieren 
wir aus S auf den gezeichnet vorliegenden Hüfskreis. 
Die Steinersche Konstruktion liefert dann die verlangten 
Schnittpunkte M und N. 

Aufgabe 27. In den Punkten 1 und 4 die Tangenten 
an die Kur\^e 2. Ordnung zu konstruieren. 

Lösung. Siehe Zusatz 1 von 60. 

§ 22. Der Satz von Pascal. 

Gegenseiten eines Sechsecks. 

62. Aus irgend sechs Pimkten in einer Ebene kann 
man in sehr verschiedener Weise Sechsecke bilden. Yer- 
teilt man die Ziffern 1, 2, 3, 4, 5, 6 in irgend einer An- 
ordnung auf die sechs Pimkte, so ist dadurch das Sechseck 
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12 3 4 5 6 festgelegt, dessen Ecken in der Reihenfolge 
der Ziffern diirchlanfen werden. In einem solchen Sechs- 
eck, dessen Seiten sich im übrigen noch ganz beliebig 
schneiden dürfen, kann man dreimal je zwei Seiten ein- 
ander zuordnen, nämlich die Seiten 12 imd 45, dann 23 
und 56, endlich 34 und 61. Wir nennen die zwei Seiten 
eines solchen Paares, zwischen denen immer vier Seiten 
des Sechseckes gelegen sind, „Gegenseiten". Schneiden sich 
12 imd 45 inX, 23'und 56 in Y, 34 und 61 in Z, so sind 
also X, Y, Z die Schnittpimkte der Gegenseiten und für 
jede Numerierung kann man diese drei Punkte konstruieren. 

Das einer Kurve 2. Ordnung eingeschriebene 

Sechseck. 

63. Betrachten wir jetzt in Figur 37 das Sechseck 
der auf der Kurve k^ gelegenen Punkte ATSBS^R, das 
wir in dieser Reihenfolge mit 12345 6 numerieren. Dann 
sind in ihm Gegenseiten AT und BS^ , femer TS und S^ R, 
endlich SB und RA. Die Schnittpunkte dieser Gegen- 
seiten sind der Reihe nach B^, P, B und nach der Figur 
liegen diese drei Punkte auf einer Geraden. Vermöge 
dieser Eigenschaft fanden wir ja immer andere Punkte A^ . . . 
der Kurve k^. Die sechs Punkte A, T, . . . , R können 
aber als sechs beliebige Punkte auf der Kurve 2. Ordnung 
betrachtet werden. Würde man sie in irgend einer anderen 
Weise numerieren, so könnte man auch wieder die Punkte, 
auf welche die Zahlen 3 und 5 fallen, als Mittelpunkt der 
die Kurve erzeugenden Strahlenbüschel nehmen, die Punkte 
mit den Ziffern 2 und 6 ließen wir die Rolle der Punkte 
R und T spielen usw. Wir erhalten dann ein neues 
Sechseck, aber auch in diesem müssen wiederum die 
Schnittpunkte der Gegenseiten auf einer Geraden liegen ; 
demnach ergibt sich der 

Boehlemann, Projektive Geometrie. 8 



I 
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Satz 33. „Sind sechs beliebige Punkte auf einer Kurve 
2. Ordnung gegeben imd ntimeriert man sie in irgend 
einer Weise zu einem Sechseck, so liegen die drei 
Schnittpunkte der Gegenseiten dieses Sechsecks auf 
einer Geraden." 
Dies ist der wichtigste Lehrsatz von Pascal, den dieser, 
16 Jahre alt, im Jahre 1640 veröffentlichte. Ein Sechs- 
eck, in dem die Gegenseitenschnittpunkte auf einer Ge- 
i-aden liegen, heißt auch ein Pascalsches Sechseck und 
diese Gerade die Pascalsche Linie (P. L.). 

Wenn femer bei der in 60. gegebenen Konstruktion 
die Punkte A', . . . , die man fiir verschiedene durch P 
gehende Gerade erhielt, stets auf der Kurve 2. Ordnmig 
k2 lagen, so liefert dieses offenbar den 

Satz 34. „Gehören in einem Sechseck, das irgendwie 
nmneriert ist, die Schnittpimkte der Gegenseiten einer 
Geraden an, so liegen die sechs Ecken des Sechsecks 
auf einer Kurve 2. Ordnung." 
Es geht also die diu*ch fünf der Ecken des Sechseckes 
bestimmte Kiu*ve 2. Ordnung dann von selbst auch diu*ch 
die letzte Ecke des Sechsecks. Ein Pascalsches Sechs- 
eck ist mithin stets einer Kiu've 2. Ordnung eingeschrieben. 
Wenn ferner bei irgend einer Numerienmg in einem 
Sechseck die Schnittpunkte der Gegenseiten auf einer Ge- 
raden liegen, so hat das Sechseck diese Eigenschaft bei 
jeder möglichen Numerierung. 

Spezialisierungen des Pascalschen Satzes. 

64. Aus dem Satze von Pascal können w^ir noch 

andere, speziellere Sätze ableiten. Lassen wir von den 

Ecken des der Km^^e eingeschriebenen Sechsecks die 

Ecke 2 der Ecke 1 auf der Kurve näher und näher riicken', 

^ so fällt schließlich 2 mit 1 zusammen, so daß man bloß 
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noch ein Fünfeck hat, als Yerbindungsseite 1 2 aber müssen 
wir die Tangente in 1 betrachten. Wie sich der Pascal- 
sche Satz dann modifiziert, dürfte aus Figur 39a zu ent- 
nehmen sem. 





Fig. 39 a. 



Fig. 39 b. 



^=^^ 





Fig. 39 c. 



Fig. 89 d. 



Ebenso können Am zweunal zwei Ecken des Sechs- 
ecks zusammenrücken lassen imd erhalten dadiu^ch zwei 
in den Figuren 39b und 39c dargestellte Sätze. 

Wenn endlich dreimal zwei Ecken zusammenfallen, 
so ergibt sich der in Figur 39 d ziu- Anschauung gebrachte 

Satz 35. „Hat man ein einer Kun^e 2. Ordnung einge- 
schriebenes Dreieck, so hegen die Schnittpunkte jeder 
Dreiecksseite mit der Tangente in der gegenüberhegenden 
Ecke in einer Geraden." 

8* 



116 V. Die Kegelschnitte als Erzeugnisse usw. 

Anwendungen des Pascalschen Satzes. 

65. Der Satz von Pascal gab seiner Ableitung nach 
nur einen anderen, bequemeren Ausdruck für die Kon- 
stniktion, vermittels welcher man entsprechende Strahlen 
in den eine Kurve 2. Ordnung erzeugenden projektiven 
Strahlenbüsche^n fand. Er kann daher auch benutzt 
werden, lun von einer solchen Kurve, sofern sie irgend- 
Avie, z. B. diu'ch fiinf Punkte, bestimmt ist, 'weitere 
Punkte zu konstruieren. Wir lassen die beiden Aufgaben 
1. Grades folgen, deren Losung der Pascalsche Satz 
leistet. 

Aufgabe 28. Fünf Punkte einer Kurve 2. Ordnung 
sind gegeben, sowie durch einen dieser Pimkte eine 
Gerade. Man konstruiere den z-weiten Schnittpunkt 
dieser Geraden mit der Kurve 2. Ordnung. 

Lösung. Der Punkt, durch den die gegebene Gerade 1 

geht, sei mit 1 bezeichnet 

,j^^ (Fig. 40), der zweite ge- 

K / suchte Schnittpunkt auf 1 

/ \ ^v:^^# sei 2 , so daß also die Seite 

^\ \ /y^**' ~' 1 2 jedenfalls mit der Ge- 

^^>^^ raden 1 zusammenfällt; die 



■X 



y'^\ Übrigen gegebenen Pimkte 

\'^ ' mögen mit 3, 4, 5, 6 be- 

p. ^ zeichnet werden. Das Sechs- 

eck, welches der gesuchte 
Punkt 2 mit den gegebenen Punkten bildet, ist ein 
Pascalsches. Die Pascalsche Linie (P. L.) können wir 
konstruieren als Verbindungslinie der Punkte X und Z, 
wobei X Schnittpunkt von 1 2 und 4 5 , Z Schnitt- 
pimkt von 3 4 und 6 1 . Auf ihr müssen sich auch 
schneiden 2 3 und 5 6. Die letztere Linie liefert also 
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auf der P. L. (\ea Punkt Y und 3 Y schneidet den 
gesuchten Punkt 2 auf 1 aus. 

Aufgabe 29. Von einer KiuTe 2. Ordnung sind fünf 
Punkte gegeben; in einem derselben die Tangente an 
die Kurve zu konstruieren. 

Lösung. In der Absicht, ims ein Pascalsches Sechseck 
bzw. Fünfeck zu numerieren, 
bezeichnen wir den PunktJ 
in dem die Tangente k©n- 
struiert weKlen soll, mit 1, 2 
(Fig. 41); die anderen gege- 
benen Punkte mit 3, 4, 5, 6. 
Dann kann man. meder die 
Pimkte Y imd Z der Pascal- 
schen Linie, also diese selbst 
konstruieren. Auf ihr schnei- Fig. 4i. 

det 4 5 den Punkt X aus, 

diu*ch den nach den Erörtenmgen von 61. die Tangente 
1 2 im Pimkte 1 geht. 

Eine andere Ijösung der vorstehenden Aufgabe ergab 
sich aus 60. Zusatz 1. 

Ganz in ähnlicher Weise behandelt man die beiden 
folgenden Aufgaben. 

Aufgabe 30. Von einer Kurve 2. Ordnung sind vier 
Punkte gegeben und in einem derselben die Tangente; 
in einem der übrigen Punkte die Tangente an die 
Kurve zu konstruieren. 

Aufgabe 31. Ton einer Kurve 2. Ordnung sind drei 
Punkte gegeben und in zweien derselben die Tangenten 
an die Km*ve; im dritten Punkte die Tangente zu 
konstnüeren. 
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§ 23. Das Erzeugnis zweier projektiTer, in der 
gleichen Ebene gelegener Pnnktreihen. 

Die Kurve 2. Klasse. 

66. Zwei in eüier Ebene befindliche, projektiv 
aufeinander bezogene Pimktreihen g und g^ liefern ein 
Erzeugnis, sofern wir je zwei entsprechende Punkte der- 
selben durch eine Gerade verbinden. Wir erhalten zunächst 
ein Polygon, dessen Seiten von solchen Yerbindungsge- 
i-aden gebildet w^erden, imd schließlich, nach Ausführung 
des Grenzübergangs, als Umhüllungsgebilde der unendlich 
vielen Yerbindungsstrahlen eine Kurve, deren Tangenten 
eben alle diese Strahlen sind. 

Um diese Kurve näher zu untersuchen, sei (Fig. 42) 
die projektive Beziehung von g imd g^ dm'ch drei Paare 
entsprechender Punkte gegeben, A, A^ , B , B^ , C , Cj , 
welche verbunden drei Tangenten a, b, c der erzeugten 
Kurve liefern. Weitere Tangenten derselben finden wir 
unter Benutzung der in 32.(Figiu' 2 2) angegebenen Methode 
zur Konstniktion entsprechender Ptinkte der projektiven 
Punktreihen. Es w^erden also auf a die Punkte S imd S^ 
beliebig angenommen, sodann aus ihnen g und g, durch 
Perspektive Strahlenbüschel i)rojiziert, welche als Per- 
spektiven Schnitt die Gerade p liefern. 

Zu einem beliebigen Punkte D auf g finden wii* nun 
den entsprechenden D^ auf g^ mit Rücksicht darauf, daß 
sich SD und S^D^ wieder in einem Punkte D von p 
schneiden müssen. DD^ ist dann eine weitere Tangente 
der erzeugten Km-ve. 

Unter Anwendung der gleichen Konstruktion ermittela 
wir jetzt auch die Punkte E^ und F, welche dem Schnitt- 
pimkt von g imd g^ entsprechen, wenn w^r ihn als E 
und Fl bezeichnen. Es treten dabei die Hilfspunkte E 
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und F auf. Dann ist aber g die Verbindungslinie der 
entsprechenden Punkte F und F^, während g^ die ent- 
sprechenden Punkte E imd E^ verbindet. Also sind auch 
g und gj Tangenten der erzeugten Kurve, die wir x'^ 
nennen wollen. 




Diese Kurve ist von der 2. Klasse, d. h. durch einen 
beliebigen Punkt P gehen, algebraisch gesprochen, zwei 
ihrer Tangenten. Dies erkennen wir an einer eigenen 
Figur in folgender Weise. Um die durch P gehenden 
Tangenten der x^ zu finden, haben wir bloß zuzusehen, 
wie oft es vorkonunen kann, daß eine Verbindungslinie 
entsprechender Punkte von g und g^ durch P läuft. 
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Projizieren wir nun aber die Punktreihen g imd g^ aus 
P je durch einen Strahlenbtischel, so haben die Doppel- 
strahlen dieser projektiven Büschel die Eigenschaft, 
Tangenten durch P an die Kurve x^ zu liefern, und nur 
für diese Doppelstrahlen tritt dies ein. Die Kurve x^ ist 
also in der Tat von der 2. Klasse. 

"Wählen wir einen Punkt D auf g, so gehen durch 
ihn auch zwei Tangenten an x^: die eine ist die Tangente 
g, die andere ist die Verbindungslinie d von D mit dem 
entsprechenden Punkt Dj^. Diese zwei Tangenten sind 
immer verschieden, nur für den Punkt F fällt diese zweite 
Tangente auch mit g zusammen. Durch F gehen also 
zwei unendlich benachbarte Tangenten der x^j mithin ist 
nach 58. F der Berühnmgspunkt von g mit der Kurve x^. 
Ebenso ist natürlich E^ der BerühruDgspimkt der Tan- 
gente gj. Wir haben damit erhalten: 

Satz 36. „Das Erzeugnis zweier projektiver, in der 
gleichen Ebene gelegener Punktreihen ist eine Kurve 
2. Klasse, welche auch die Träger der Punktreilien 
zu Tangenten hat. Die Berührungspunkte dieser 
beiden Tangenten sind die Punkte, welche den im 
Schnittpunkte der Träger vereinigten bezüglich ent- 
sprechen." 

Weitere Eigenschaften der Kurve 2. Klasse. 

67. In den soeben durchgefülirten Betrachtimgen 
waren die Tangenten g und g^^, die Träger der projektiven 
Punktreihen, vor den übrigen Tangenten wie a, b, c, . . . 
ausgezeichnet. Wir wollen nun zeigen, daß irgend zwei 
Tangenten der Kurve ^^ ^{q Rolle von g und g^ über- 
nehmen können, indem die übrigen Tangenten auch auf 
en projektive Punktreihen ausschneiden. 
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Konstruieren wir wieder (Fig. 43), ausgehend von 
drei Paaren A^A^, B,Bi, 0,0^ entsprechender Punkte, 
den Perspektiven Schnitt p. Dieser treffe g und g^ in 
zwei Punkten, die als Hilfspunkte Q mid R betrachtet 




Fig. 48. 

werden mögen. Dann erkennt man, daß S^ll eine Tan- 
gente q der erzeugten Kurve (Q fäUt mit Q zusammen, 
während Q^ der Schnitt von S^ Q und g^ ist), und ebenso 
ist SB eine Tangente r von x^. 

Statt nun von g, g^, a, b, c als Tangenten der er- 
zeugten Kurve x^ auszugehen, können wir auch g, g^, b. 
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r, q zur Bestimmung von x^ benutzen, da ja r und q in 
gleicher Weise entsprechende Pimkte der gegebenen pro- 
jektiven Punktreihen g und g^ ausschneiden. 

Denken wir uns jetzt die Kurve x^ tangentenweise 
konstruiert, indem wir von g, g^, a, b, c ausgehen. Dann 
seien drei beliebige ihrer Tangenten herausgegriffen, die 
wir mit b, r, q bezeichnen. Wir wollen nun die vorige 
Figur rekonstruieren mit diesen Elementen. Die Tan- 
gente r trifft gl in R, die Tangente q den Träger g in Q, 
die Tangente b schneidet auf g und g^ zwei Punkte B 
und B^ aus, die Verbindungslinie QR sei p. 

Wählen wir nun auf p irgend einen Punkt B' beliebig, 
so möge BB' mit r den Schnitt^nkt S', B^B' mit q den 
Schnittpunkt Sf liefern. Dann können wir mit S' und Sf 
als Büschelmittelpunkten imd. p als perspektivem Schnitt 
dieser Büschel eine projektive Beziehung auf g und g^ 
herstellen, die aber mit der gegebenen identisch sein muß, 
da sie mit ihr die drei Punktpaare B,Bi, R,Ri, Q,Qi 
gemein hat. Es muß also auch die Verbindungslinie S' Sf 
oder a' entsprechende Punkte der projektiven Punktreihen 
g und gl ausschneiden, mithin ist diese Linie a' ebenfalls 
eine Tangente von x^. 

Nun war B' noch beliebig auf p anzunehmen. Lassen 
wii- B' auf p wandern, so beschreiben die Strahlen aus B 
und Bi nach B' Perspektive Strahlenbüschel, und diese 
Strahlenbüschel schneiden auf r und q bezüglich die 
Punkte S' und Si aus. Es müssen also auch die Punkt- 
reihen S' imd Si als Schnitte mit Perspektiven Büscheln 
projektiv sein oder mit anderen Worten: die Geraden a', 
die sämtlich Tangenten der Kurve x^^ schneiden auf den 
Tangenten r und q projektive Punktreihen aus. 

Die Analysis ergänzt diese Betrachtungen, indem sie 
zeigt, daß jede Kurve 2. Klasse als Erzeugnis projektiver 
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Piinkti'eihen dargestellt werden kann. Demnacli ist be- 
wiesen: 

Satz 37. „Auf irgend zwei Tangenten einer Kurve 
2. Klasse schneiden die übrigen Tangenten dieser 
Kurve projektive Punktreihen aus." 

Bestimmung einer Kurve 2. Klasse. 

68. Aus der eben nachgewiesenen Erzeugung der 
Kurven 2. Klasse ergibt sich unmittelbar, daß man sich 
fünf Tangenten einer solchen Kurve beliebig geben darf, 
daß es also stets eine und nur eine solche Kurve gibt, 
welche fünf vorgegebene Gerade berührt. 

Denn sind' I, II, UT, IV, Y diese Geraden, so wählen 
wir etwa I und II aus und ordnen die Punkte einander 
zu, welche III, IV und V je auf ihnen ausschneiden. 
Dadurch ist die projektive Beziehung der Punktreihen 
auf I und II gerade festgelegt. Die durch diese Punkt- 
reihen erzeugte Kur\^e ist die verlangte. Es gibt nur 
eine solche Kurve, wie man ebenso zeigt wie in 61., 
also folgt 

Satz 38. „Es gibt eine und nur eine Kurve 2. Klasse, 
welche fünf beliebige Gerade berührt." 

Gehen von den fünf gegebenen Geraden drei, etwa 
ni, IVundV durch einen Punkt S, so werden die Punkt- 
reihen auf I und 11 perspektiv. Die Verbindungslinien 
entsprechender Punkte büden also den Strahlenbüschel S. 
Außerdem feiUen aber in dem Schnittpunkt von I xmd II 
entsprechende Punkte E und E^ der Perspektiven Punkt- 
reihen auf I und II zusanmien. Jede durch E gehende 
Linie kann mitbin als eine Gerade gelten, welche ent- 
sprechende Punkte, nämlich E und Ei, verbindet. Es 
gehört also auch der Strahlenbüschel E dem Erzeugnis 
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der Perspektiven Punktreihen auf I und 11 an. Das 
Erzeugnis perspektiver Punktreihen besteht folglich in 
zwei Strahlenbüscheln, deren Strahlen je den Büschel- 
mittelpunkt umhüllen. Die Kun^e 2. Klasse ist in ein 
Punktpaar, d. h. in zwei „Kiu'ven 1. Klasse" zerfallen. 




Fig. 44. 



Aufgabe 32. Von einer Kurve 2. Klasse sind fünf 
Tangenten gegeben, man zeichne die diuxjh einen 
Punkt S an die Kurve gehenden Tangenten. 
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Lösung. In Yerfolgung des in 66. bereits erörterten 
Gedankengangs gi'eifen wir zwei der gegebenen Tan- 
genten, etwa I und IL heraus (Fig. 44), markieren die 
Punktreihen, welche die drei übrigen Tangenten auf 
ihnen ausschneiden, und projizieren diese au| <len Hilfs- 
kreis," von dem wir annehmen, daß er durch den ge- 
gebenen Punkt S gehe. Die Doppelstrahlen der dadurch 
entstehenden Strahlenbüschel, die nach 45. konstruiert 
sind, liefern die gesuchten Tangenten. 

§ 24. Der Satz von Brianchon. 

Gegenecken eines Sechsseits. 

69. Irgend sechs Gerade in einer Ebene lassen sich 
in verschiedenster Weise zu einem Sechsseit zusammen- 
fassen. Yerteüen wir auf die sechs Geraden irgendwie 
die Nummern I, II, DI, IV, Y, YI und durchlaufen 
die Seiten in der Reihenfolge der Nimmiem, so sind als 
Schnittpunkte auf einan der folgender Seiten auch sechs 
Ecken bestimmt, nämlich der Schnittpunkt von I und 11, 
den wir als Punkt (I, II) bezeichnen, der Punkt (II, III) 
usw., endlich der Punkt (YI, I). Es, folgt also auf YI 
wieder I. (Zyklische Yertauschung.) Aus diesen sechs 
Ecken eines numerierten Sechsseits lassen sich drei Paare 
von*„Gegenecken" bilden, die Ecke (I, II) und (YI, Y), dann 
(H, ni) und (Y, YI), endlich (III, lY) und (YI, I). Je zwei 
solche Gegenecken können wir durch eine Gerade verbinden 
und erhalten so drei Yerbindungslinien von Gegeneck^n, 
die wir in der angegebenen Reihenfolge x, y, z nennen. 

Das einer Kurve 2. Klasse umschriebene 

Sechsseit. 

70. Betrachten wir jetzt in Figur 43 das Sechsseit 
aqgbg^r und numerieren es in dieser Reihenfolge mit 
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1, II, in, IV, Y, YI, so sind die Verbindungslinien der 
Gegenecken die drei Geraden SjE^, 4|R, BS, welche nach 
der Figur durch einen Punkt B gehen. Die sechs Seiten 
des Sechsseits dürfen als sechs beliebige Tangenten der 
Kurve 2. Klasse angesehen werden. Würde man sie in 
irgend einer andern Weise numerieren, so könnte mail 
doch wieder die Tangenten, welche dann dieNiunmemlll 
und V tragen, als erzeugende Punktreihen für die Kurve 

2. Klasse benutzen, femer könnte man die Tangente mit 
der Niunmer I die Rolle der Tangente a spielen lassen usw., 
kurz man erhielte für das neue Sechsseit, das der anderen 
Numerierung entspricht, auch wieder einen (andei-en) 
Pimkt B, diu'ch den die drei Verbindimgslinien der 
Gegenecken hindurchgehen müßten. Es ist also bewiesen: 
Satz 39. „Irgend sechs Tangenten einer Kurve 2. Klasse 

liefern, auf irgend eine Weise nmneriert, ein der Kiu^ve 
umschriebenes Sechsseit, in dem sich die Verbindungs- 
linien der Gegenecken in einem Punkt schneiden." 
Das ist der Lehrsatz von Brianchon, den dieser fran- 
zösische Gelehrte 1806 veröffentlichte. Den Punkt B, in 
dem sich die Verbindungslinien der Q^enecken schneiden, 
nennen wir den Brianchonschen Punkt (B. P.). 

Aber auch eineümkehrung dieses Satzes folgt immittel- 
bar aus der Figur 43. Dort fanden wir ja weitere Tangenten 
a' der Kurve 2. Klasse, indem wir immer Sechsseite kon- 
struierten, für welche sich S'B und SfBi in Punkten B' 
von <IR begegneten. Wir können also auch behaupten: 
Satz 40. „Wenn in einem irgendwie numerierten Sechs- 
seit die Verbindungslinien der Gegenecken sich in 
einem Punkte schneiden, so ist das Sechsseit einer 
Kun^e 2. Klasse mnschrieben, d. h. die Kiu^-e 2. Klasse, 
welche fünf dieser Seiten berührt, berührt von selbst 
auch die sechste Seite des Sechsseits." 



§ S4. Der Satz von Brianchon. 
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Es braucht wohl kamn erwähnt zu werden, daß sich 
die Sätze von Pascal und Brianchon nach dem Gesetz der 
Dualität für die Ebene entsprechen. 

Spezialisierungen des Brianchonschen Satzes. 

71. Denken wir uns ein einer Kiure 2. Klasse 
lunschriebenes Sechsseit gegeben und halten wir fünf 





Fig. 45 a. 



Fig. 45b. 





Fig. 46 c. Fig. 45 d. 

seiner Seiten, etwa I, ÜI, lY, Y, VI fest, während 
wir die Seite IT sich so ändern lassen, daß sie, stets 
Tangente der Kurve bleibend, sich der Seite I mehr 
und mehr nähert. Ist dann im Grenzfall 11 mit I 
zusammengefallen, so haben wir statt des Sechsseits ein 
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Fimfseit. Dagegen sind noch sechs Ecken vorhaxiden. 
Denn als Schnittpunkt von I und H müssen wir den 
Berührungspunkt der Tangente I mit der Kurve nehmen. 
Der Brianchonsche Satz laßt sich dann in entsprechender 
Weise für dies Fünfseit formulieren : es mag genügen, auf 
Figur 45a zu verweisen, die den Satz veranschaulicht. 
Femer können wir in dem Sechsseit zweimal zwei Tan- 
genten zusammenfallen lassen, wodurch wir aus dem Satze 
von Brianchon Sätze über das Vier seit erhalten, das 
einer Kurve 2. Klasse umschrieben ist Die Figuren 45 b 
und 45 c werden hinreichen, lun auch den Wortlaut der- 
selben zu liefern. Fallen endlich dreimal zwei Tangenten 
zusammen, so erhalten wir (Fig. 45d) den 

S at z 4 1 . , 3at man ein eiaer Kurve 2. Klasse umschriebenes 
Dreieck, so gehen die Yerbindungslinien der Ecken 
mit den Berührungspunkten der gegenüberHegenden 
Seiten durch einen Punkt." 

Aufgabe 33. Welche Form nimmt der Pascalsche Satz 
an, wenn die Kurve 2. Ordnung ia zwei Gerade zer- 
fällt und die sechs Punkte zu je dreien auf ihnen 
liegen? .Wie läßt sich der duale Satz beweisen? YgL 7. 

Anwendungen des Brianchonschen Satzes. 

72. Nach Satz 40 können wir das Brianchonsche 
Sechsseit benutzen, um von einer Kurve 2. Klasse weitere 
Tangenten zu konstruieren und die beiden folgenden Auf- 
gaben zu behandeln. 

Aufgabe 34. Yon einer Kurve 2. Klasse kennt man 
fünf Tangenten und auf einer derselben einen Punkt P. 
Man soU die zweite, durch diesen Punkt gehende 
Tangente der Kurve zeichnen. 



§ 24. Der Satz von Brianchon. 
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Fig. 46. 



Lösung. Wir munerieren uns ein Brianchonsches 
Sechsseit Die Tangente, auf der P liegt, sei I 
(Fig. 46), die gesuchte Tangente sei II, die übrigen 
gegebenen Tangenten erhalten die 
Nummern IE, lY, Y, YI. Dann 
ist P der Schnittpimkt (I, U). 
Die Linien x und z können wir 
zeichnen und sie liefern den Bri- 
anchonschen Punkt (B. P.). Durch 
ihn und (Y, YI) geht y uad diese 
Linie schneidet auf III einen Pimkt 
aus, der mit P verbunden die ge- 
suchte Tangente gibt. 

Aufgabe 35. Eine Kurve 2. Klasse ist gegeben durch 
fünf Tangenten; den Berührungspunkt einer derselben 
zu bestimmen. 

Lösung. Die Tangente, deren Berührungspmikt bestimmt 
werden soll, bezeichnen wir mit I 
und n (Fig. 47), die übrigen mit 
ni . . . YI. Dann kann man zwei 
der Yerbindungslinien der Gegen- 
ecken, nämlich z und y zeichnen, 
deren Schnitt der Biianchonsche 
Prmkt ist Diu*ch diesen und (lY, Y) 
geht X imd diese Linie sclmeidet 
auf I den Berührungspunkt T aus. 

Ganz in ähnlicher Weise sind folgende Aufgaben zu 
behandeln : 

Aufgabe 36. Yon einer Kiure 2. Klasse sind fünf 
Tangenten gegeben; eine Tangente an die Kurve zu 
zu zeichnen, die parallel einer der gegebenen ist. Lösimg 
wie Aufgabe 34, nur liegt P in imendlicher Feme. 

Doehlemann, Projektive Geometrie. 9 




Fig. 47. 
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Aufgabe 37. Yon einer Kurve 2. Klasse sind vier 
Tangenten gegeben und auf einer derselben ist ihr Be- 
rührungspunkt bekannt; man konstruiere die Be- 
riihnmgspunkte der anderen Tangenten. 

Lösung. Briauchonscher Satz für ein Yierseit. 

Aufgabe 38. Yon einer Kiu^'^e 2. Klasse sind zwei 
Tangenten gegeben und ihre Berühnmgspunkte, sowie 
eine dritte Tangente; man zeichne deren Berühnmgs- 
pimkt. 

§ 25. Identität der Kuryeii 2. Ordnung und 2. Klasse. 

Die Mac-Laurinsche Konfiguration. 

73. Hatten wir eine Kurve 2. Ordnimg dm'ch pro- 
jektive Büschel erzeugt, so konnten wir in jedem ilu^er 
Punkte die Tangente bestimmen. Yon welcher Klasse 
ist nun die erzeugte Kurve 2. Ordnung? 

Lag andererseits eine Kiu've 2. Klasse vor als Erzeug- 
nis projektiver Pimktreihen, so war auf jeder Tangente 
ein Pimkt, der Berührungspimkt, festgelegt. Yon welcher 
Ordnung ist die von den Berühnmgspimkten gebildete 
Kurve? 

Um diese naheliegenden Fragen zu beantwoilen, 
gehen, wir aus von einer Kiurve 2. Klasse, die durch vier 
Tangenten a, b, c, d und den Berührungspunkt A von a 
bestimmt sein möge (Fig. 48). Die Berührungspimkte 
B, C, D von b, c, d, die damit dann schon gegeben sind, 
wollen wir nun nicht wie in Aufgabe 37 mittels des 
Brianbhonschen Satzes bestimmen, sondern imter Be- 
nutzung des Satzes 15 in 36. Für den vorliegenden Fall 
haben wir zu berücksichtigen, daß auf irgend zwei Tan- 
genten einer Km^ve 2. Klasse die übrigen Tangenten pix)- 
jektive Punktreihen ausschneiden, und femer, daß die auf 
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Grrund des angezogenen Satzes zu konstniierende Linie Pq 
die Berührungspunkte der beiden Tangenten ausschneidet 
(66.). Die Tangenten a, b, c, d bilden nun ein vollstän- 
diges Yierseit. Es sei der Schnittpunkt von a und b mit 
M bezeichnet, also kurz (ab) == M, ebenso (cd) = M^, 




Fig. 48. 

femer (ac) = N, (bd) = N^, endlich (ad) = P imd 
(bc) = Pi, so daß N,Ni, M,Mi, P,Pi die drei Paare 
von Gegenecken des Yierseites. Weiter bezeichnen wir 
die Verbindungslinie NN^ mit x, MM^ mit y, PP^ mit z. 
Greifen wir jetzt zunächst die beiden Tangenten a 
und b heraus, so schneiden die übrigen Tangenten c, d usw. 
auf a imd b projektive Pimktreihen aus und zwar ent- 
sprechen den Pimkten N, P bezüglich die Pimkte Pi , N^ . 

9* 
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Die Linie p^ des Satzes 15 gellt mithin durch den Schnitt- 
punkt Y der Verbindungslinien PP^ und NN^^ und außer- 
dem durch A. Es schneidet also die Yerbindimgslinie 
AY auf b den Berührungspunkt B aus. 

Betrachten wir in gleicher Weise a und c als Träger 
projektiver Punktreihen, so haben wir M und M^ sowie 
P und Pj zu vei-binden und deren Schnittpunkt X be- 
stimmt mit A verbunden die Perspektivitätsachse, welche 
auf c den Berühnmgspunkt C ausschneidet. Die analogen 
Betrachtungen, diu-chgeführt für die Paare a und d, b und 
c, b und d, endlich c und d, liefern dann folgendes Ee- 
sultat: Wird noch der Schnittpunkt von NN^ imd MM^ 
mit Z bezeichnet, so gehen AC und BD diu-ch X, AB imd 
und CD durch Y, AD imd BC dm^ch Z . Wir haben also 

Satz 42. „Irgend ^der Tangenten a, b, c, d einer Kurve 
2. Klasse bestimmen ein vollständiges Yierseit mit den 
drei Verbindungslinien x, y, z der Gegenecken. Die 
Berührungspunkte A, B, C, D der vier Tangenten 
liefern ein vollständiges Viereck, in dem X, Y, Z die 
Schnittpunkte der Gegenseiten. Dann fallen die Drei- 
ecke XYZ und xyz zusammen." 
Das System der Punkte und Geraden dieser Figur 

ist bekannt als die Mac-Lamdnsche Konfigm-ation (1748). 

Die Kurve 2. Klasse ist von der 2. Ordnung. 

74. Diese Figiu* benutzen wir jetzt, um weitere Tan- 
genten einer Kiu-ve 2. Klasse und deren Berühnmgspimkte 
zu konstruieren, wenn die erstere durch drei Tangenten 
a, b, c imd die Berühnmgspimkte A und G der ersten 
imd dritten bestimmt ist. In der Tat vertrauen wir ims 
der Führung der Figur an imd wählen auf der Verbindungs- 
linie AC einen Punkt X beliebig. MX schneide c in Mj, 
PjX die Tangente a in P; dann ist, wie wir beweisen 
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werden, PM^ eine weitere Tangente d der Kurve 2. Klasse. 
Denn numerieren wir ein Sechsseit derart, daß a mit I 
und II, b mit IE, c mit IV und Y, PM^ oder d mit \1 
bezeichnet wird, so berüliren diese 6 Linien eine Kurve 
2. Hasse, da AC, MM^, PP^ sich in einem Punkte X 
begegnen (71., Figur 45 c). Also ist d eine w^eitere Tan- 
gente der KiuTe 2. Klasse. 

Bringen wir jetzt PM^ mit P^M in N^, ferner NN^ 
in Y mit PP^ zum Schnitt, so schneidet AY auf b den 
Berührimgspunkt B aus, und es ist leicht zu erkennen, 
daß nun BX auf d den Berührimgspunkt D liefert. Das 
folgt ohne weiteres aus einem neuen Brianchonschen Sechs- 
seit, indem wir b als I und II, c als III, d als lY und Y 
und a als Tangente YI wählen. 

Die ganze Figur zeigt nun wieder die oben bewiesenen 
Eigenschaften, d. h. CD geht durch Y, oder anders ausge- 
drückt: man kann D auch erhalten als Schnittpunkt der 
Strahlen BX und CY. 

Lassen wir jetzt X auf AC fortrücken, so beschreibt 
der Strahl B X einen zm* Punktreihe X Perspektiven Strahlen- 
buschel und ebenso MX; der Punkt Z wandert auf der 
^Geraden BC weiter, Y auf AB und der Strahl CY be- 
sclireibt einen Büschel um C . 

Man hat mithin folgende Reihe von Perspektiven Grund- 
gebüden : 

Strahlenbüschel BX Ä PimktreiheX Ä Strahlenbüschel MX 

A „ Za „ NZ 

A „ YÄ „ CY. 

Also ist auch ^ 

Strahlenbüschel BS Ä Strahlenbüschel CY. 

Folglich ist der Ort der Punkte D dargestellt als Er- 
zeugnis projektiver Strahlenbüschel, also liegen alle Be- 
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rühningspunkte D der Tangenten der Kurve 2. Klasse 
anf einer Kurve 2. Ordnung, welche natürlich auch durch 
die Punkte A, B, C, D geht, da ja die beweghche Tan- 
gente d auch mit a, b, c, d zusammenfallen kann. 

Die entsprechende duale Betrachtung, deren Durch- 
führung dem Leser angeraten wird, zeigt, daß die Tan- 
genten einer Kurve 2. Ordnimg eine Kurve 2. Klasse 
bilden. Wir haben demnach 

Satz 43. „Die Berührungspunkte der Tangenten einer 
Kiu-ve 2. Klasse liegen auf einer Kurve 2. Ordnung, 
imd die Tangenten einer Kurve 2. Ordnung bilden eine 
Kurve 2. Klasse.'* 

Ob man also von projektiven Punktreihen oder pro- 
jektiven Strahlenbüscheln ausgeht, man erhält die gleiche 
Kurve, nur das einemal tangenten weise, das 'anderemal 
punktweise erzeugt. Die Kurven 2. Klasse sind auch von 
der 2. Ordnung und umgekehrt. "Wir wollen diese Kiu^en 
2. Ordnimg und 2. Klasse „Kegelschnitte" nennen. 
Die Berechtigung dieser Bezeichnung wird in einem 
späteren Abschnitte dargetan werden. 

§ 26. Die verschiedenen Arten der Kegelschnitte. 

Unendlich ferne Punkte. Asymptoten. 

75. Wir wollen jetzt sehen, welche verschiedene 
Formen die Kegelschnitte annehmen können. Man teilt 
diese Kurven ein nach ihrem Yerhalten gegenüber der 
unendlich fernen Geraden der Ebene, in welcher der Kegel- 
schnitt liegt. Der Kegelschnitt kann diese unendlich ferne 
Gerade nämlich entweder in zwei reellen Punkten schneiden 
oder sie gar nicht schneiden (d. h. in zwei imaginären 
Punkten) oder er kann sie berühren. Um für diese ab- 
strakten Möglichkeiten geometrisch brauchbare Unter- 
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Scheidungen zu erhalten, sei ein Kegelschnitt durch pro- 
jektive Büschel S und S^ erzeugt, deren projektive 
Beziehung durch, drei Paare entsprechender Strahlen a, 
b, c und %, bi, c^ festgelegt sein möge. Um nun die 
Schnittpimkte des Kegelschnittes mit der unendlich 
fernen Geraden zu bestimmen, haben wir nur das Ver- 
fahren, auf Grund dessen wir in 5 9. und Aufgabe 2 6 (S. 1 1 2) 
die Schnittpunkte einer endlichen Geraden 1 mit dem Kegel- 
schnitt bestimmten, entsprechend umzuändern. Da sich 
in jedem Punkte des Kegelschnittes entsprechende Strahlen 
der projektiven Büschel S und S^ begegnen, so sind 
etwaige unendlich ferne Punkte des Kegelschnittes dadurch 
ausgezeichnet, daß nach ihnen entsprechende Strahlen 
der Büschel S und S^ laufen, die überdies noch parallel 
sind. Um solche Strahlen zu finden, verschieben wir den 
Büschel Si parallel zu sich selbst, bis S^ nach S fällt. 
Dies f (ihren wir aus, indem wir durch S folgende Strahlen 
ziehen : af -(f- ai , bi -ff- bi, cf 4f- ci . Dann ist, wie leicht 
zu sehen, auch der Büschel (a, b, c) projektiv zimi Büschel 
(a/, bi, Ci), wobei dem Strahl a der Strahl a/ entspricht 
usw. Die Doppelstrahlen dieser Büschel aber liefern ent- 
sprechende Strahlen der Büschel S und Si, die parallel 
laufen. Denn wenn n = nf ein solcher Doppelstrahl, so 
ist ni-tf-Ui, also auch n-ff-ni. Die geuannten Doppel- 
strahlen, die sich nach der Steinerschen Konstruktion er- 
mitteln lassen, geben folglich die Richtungen, in denen 
imendlich ferne Punkte des Kegelschnittes gelegen sind. 
Jede Parallele zu einer solchen Richtung geht auch durch 
diesen unendlich fernen Punkt der Kurve hindurch. Dies 
entspricht dem Umstand, daß durch irgend einen im End- 
lichen gelegenen Punkt einer Kurve ein Büschel von 
Strahlen hindurchgeht. Wie nun in diesem eben genannten 
Strahlenbüschel die Tangente an die Kurve enthalten ist, 
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so ist auch in dem Parallelstrahlenbüschel durch einen 
unendlich fernen Punkt einer Kurve ein Strahl vorhanden, 
für welchen auch noch der zweite Schnittpunkt mit dem. 
Kegelschnitt in den unendlich fernen Punkt fällt und von 
dem wir also sagen können, daß er die Kurve in dem 
unendlich fernem Punkte berührt oder daß er als Tangente 
in diesem Punkte anzusehen ist. Wir nennen allgemein 
die Tangente in einem unendlich fernen Punkt einer 
Kurve eine „Asymptote" der Kurve. Ihre Konstruktion 
bleibt die gleiche wie die der Tangente, nur tritt an Stelle 
des im Endhchen gelegenen Punktes der dm^ch eine 
Richtung gegebene unendlich ferne Punkt. 

Ellipse, Hj^perbel, Parabel. 

76. Ziu'ückkehrend zur Einteilung der Kegelscluiitte 
müssen wir mithin folgende Fälle imterscheiden: 

a) Die beiden projektiven 
Strahlenbüschel (a, b, c) und 
(ai, bi, Ci) haben keine 
Doppelstrahlen. Der erzeugte 
Kegelschnitt besitzt keine un- 
endlich fernen Pimkte, liegt 
also ganz im Endlichen. Man 
*^* * nennt ihn „EUipse" (elXeixpig) 

(Fig. 49). Sie kann speziell in den Kreis übergehen*). 

*) Es gibt Kurven höherer Ordnung, die infolge ihrer 
ovalen Form sich äußerlich nur wenig von einer Ellipse 
unterscheiden. Wählt man auf einer solchen Kurve zwei 
Punkte S und S^ beliebig, so kann man die Strahlenbüschel 
S und Si durch die Kurve eindeutig aufeinander beziehen, 
indem man solche Strahlen einander zuweist, die sich auf der 
Kurve begegnen. Trotzdem sind diese Büschel dann nicht 
projektiv, und es ist das Doppelverhältnis von vier Strahlen 
des einen nicht gleich dem der entsprechenden Strahlen des 
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b) Die Doppelstrahlen der beiden projektiven Büschel 
sind reelL Der Kegelschnitt hat also zwei reelle, unendlich 
ferne Punkte. Er heißt Hyperbel (vjieQßo^) (Fig. 50). 
Die Asymptoten sind a und b. Die Kurve besteht aus 
zwei Teüen, die sich den Asymptoten mehr und melu^ 
nähern. Die Kurve hat niu* zwei miendüch ferne Punkte, 




Fig. 50. 

nämlich die unendlich fernen Berührungspunkte A und 
B von a imd b. Geht man auf der Kurve von aus 
gegen 1 ins Unendliche, so kehrt man daraus über B zu- 
rück nach 2; geht man in der Richtimg nach 3 ins 
Unendliche, so kehrt man auf der anderen Seite der 
Asymptote über A nach 4 ziu-ück. Die Kurve schließt 
sich also durch das Unendliche hindurch. 



anderen. Denn analytisch betrachtet, schneidet irgend ein 
Strahl durch S die Kurve außer in den zwei reellen Punkten 
noch in imaginären Punkten, die für die Rechnung ebenso zu 
berücksichtigen sind wie die geometrisch sichtbaren Punkte. 
(Vgl. die Definition projektiver Grundgebüde in 31.) 
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>-^ 



c) Die beiden projektiven Stralilenbüsehel haben einen 
Doppelstrahl. Die Kurve besitzt einen unendlich fernen 
(doppelt zählenden) Punkt, berührt also die unendlich 

ferne Gerade. Sie heißt Parabel 
{naQaßoXrj) (Fig. 51). Die Asymp- 
tote derselben ist die imendlich ferne 
Gerade, auf ihr liegt der unendhch 
ferne Berührungspunkt P. 

Diese Bezeichnimgen der drei 
Kegelschnitte stammen schon von 
den Griechen her. Sie beziehen sich 
auf die eigentümliche Art und Weise, 
wie diese die Gleichungen dieser 
Kiu'ven als Beziehungen zwischen 
Fig. 51. Flächeninhalten deuteten. 

Tangentenweise Konstruktion der Parabel. 

77. Erzeugen wir einen Kegelschnitt durch projektive 
Punktreihen, so können wir ebenfalls, wenn auch weniger 
einfach, die drei Arten von Kegelschnitten imterscheiden. 
Wann die Parabel entsteht, ist sofort einzusehen: nämlich 
immer imd niu* dann, wenn die unendlich fernen Punkte der 
erzeugenden Punktreihen g und g^ in der projektiven 
Beziehung einander entsprechen. Denn dann ist die 
Yerbüidungslinie dieser beiden unendlich fernen Punkte, 
also die unendlich ferne Gerade der Ebene, eine 
Tangente der erzeugten Kurve, diese muß demnach eine 
Parabel sein. Projektive Punktreihen, in denen sich die 
unendlich fernen Punkte entsprachen, nannten wir aber 
(40.) ähnliche; folglich schneiden die Tangenten einer 
Parabel auf irgend zwei festen Tangenten derselben solche 
ähnliche Punktreihen aus. " Daraus ergibt sich eine ein- 
fache Konstruktion der Tangenten eüier Parabel. Sind g 
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lind gl die gegebenen Tangenten (Fig. 52) und bezeichnen 
wir deren Berührungspunkte mit 5 und 0, so teilen wir 
die Strecken von ihnen aus bis zum Schnittpunkt von g 
und gl je in fünf gleiche Teile. Dann liefern entsprechende 
Teilpunkte verbunden stets eine Tangente der Parabel. 
Durch Fortsetzung der Teilung erhält man, wie aus der 
Figiu' zu ersehen, weitere Tangenten derselben. 




Fig. 52. 

Aufgaben über die Hyperbel und Parabel. 

78. Wir fügen hier noch einige Aufgaben bei, aus 
denen hervorgehen mag, daß unendlich ferne Elemente 
(Asymptoten, unendlich ferne Gerade) ganz ebeoso kon- 
struktiv verwendet werden können, wie im Endlichen 
gelegene Bestimmungsstücke. 

Aufgabe 39. Yon einer Hyperbel sind gegeben die 
Kichtungen der Asymptoten und drei Punkte. Weitere 
Punkte der Kurve, sowie die Asymptoten selbst zu 
konstnüeren. 
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LOsiiQg. Sind s lind sf die Richtungen der Asymptoten 
(Fig. 53), so sind also die imendlich fernen Pimkte S 
«nd Si dieser Geraden Punkte der Hirperbel. Wir 
wählen sie als Mitttelpiinkte von die Kurve erzeugenden 
StrahlenbOscheln, die in diesem Falle in Parallelstrahlen- 
bflsehel übergehen. Durch die treiter gegebenen Punkte 
A, B, € sind dann den drei Strahlen a, b, o des 
Büschels S als entsprechende im Büschel Sj die Strahlen 



%, b^, c, zuge^^■iesen. Wir konstruieren die projektive 
Beziehung der beiden Büschel nach 33., lassen aber 
zur Vereinfachung g mit ^ und g^ mit a zusammen- 
fallen. Dann erhalten wir in bekannter Weise das 
Zentrum P der Perspektivität als (Schnitt von BB; 
und C C^) und zu ii^nd einem Strahle d den ent- 
spi-cchenden dj, dessen Schnittpimltt D mit d der 
Hyperbel als Punkt angehört. 
Um die Asymptoten, also die Tangenten in den 
Pimkten S und S, zu finden, haben wir nach Satz 30 S.107 
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die Verbindungslinie SS^ als Strahl des einen und des 
anderen Büschels zu nehmen und immer den entsprechen- 
den Strahl im anderen Büschel zu suchen. Diese Ver- 
bindungslinie S S^ ist hier die unendlich ferne Gerade 
und sie trifft g und g^ in den miendlich. fernen Punkten 
dieser Geraden . Man findet dann durch konsequente 
Durchführung der Konstruktion, daß die Asymptoten die 
Linien so und so sind, die durch P parallel zu s und s' 
laufen. — In der Figur stehen die Richtungen der 
Asymptoten aufeinander senkrecht. Eine solche Hyperbel 
heißt eine „gleichseitige". 

Aufgabe 40. Zwei kongruente, gleichsinnige Strahlen- 
büschel in der gleichen Ebene erzeugen einen Kreis, 
zwei kongruente, ungleichsinnige dagegen eine gleich- 
seitige Hyperbel. (Vgl. Aufgabe 16 S. 84.) 
Aufgabe 41. Von einem Kegelschnitt sind gegeben ein 
unendlich femer Punkt, sowie zwei Tangenten mit 
ihren Berührungspunkten. Man zeichne die Asymptote 
in dem gegebenen imendlich fernen Punkte. 
Lösung. Sind a und b die Tangenten mit den Be- 
rührungspunkten A und B, 
während S der gegebene 
unendlich ferne Punkt 
(Fig. 54), so sei die ge- 
suchte Asymptote die Ver- 
bindungslinie 1 2, A sei 
3, 4 und 5, 6 falle mit B 
zusammen. Dann erhalten 
wir in dem Pascalschen 
Sechseck 1 2 3 4 5 6 die 
Punkte Y und Z der Pascal- 
schen Linie(Satz 34 S.114), 
auf der sich auch 1 2 und Fig. 64. 
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45 schneiden müssen. Es geht also durch diesen 
Schnittpunkt X die Asymptote Sq, 

Man zeichne auch die zweite Asymptote. 

Aufgabe 42. Man löse die Aufgabe 39 imter Anwendung 
des Pascalschen Satzes. 

Aufgabe 43. Von einer Hyperbel sind gegeben die 
beiden Asymptoten imd ein Pimkt; man zeichne weitere 
Punkte der Kurve. 




^y 



Fig. 55. 



Lösung. Nehmen wir die unendlich fernen Punkte S 
und Sj der Kurve als Mittelpunkte der die Hyperbel 
erzeugenden projektiven Strahlenbüschel und verfahren 
wir im übrigen durchaus nach der in 59. Mgur 36 
bereits besprochenen Methode. Die Parallelen durch 
den gegebenen Punkt A der Hyperbel (Fig. 55) zu den 
Asymptoten liefern entsprechende Strahlen a und a^ 
der beiden Strahlenbüschel und die Asymptoten selbst 
sind bzw. mit f mid e^ zu bezeichnen, während die 
unendlich ferne Gerade die Bezeichnungen f^ imd e 
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. trägt. Fiir die Hilfsgeraden g und g^ wollen wir im 
vorliegenden Falle eine speziellere Annahme machen, 
indem wir g mit a^ nnd g^ mit a zusammeixfallen 
lassen. Dann kommt der Hilfspimkt P der Figur 36 
in den Schnittpunkt der beiden Asymptoten (also in 
den Mittelpunkt der Hyperbel) zu liegen. "Weitere Punkte 
der Kiirve ermitteln wir, indem wir durch P irgend 
eine Gerade ziehen, welche a^ und a in D und D^ trifft. 
Die Parallelen d imd d^ geben in ihrem Schnitte 
einen weiteren Punkt D der Hyperbel. 

Die Figur 55 läßt weiter erkennen, daß unsere Kon- 
struktion neuer Hyperbelpunkte geometrisch auch in der 
Weise gedeutet werden kann, daß durch dieselbe das 
Parallelogramm AFPE^ der Figur in ein flächengleiches 
mit der Ecke D verwandelt wird. "Wir haben mithin 
folgende metrische Eigenschaft der Hyperbel bewiesen: 
Zieht man durch die Pimkte einer Hyperbel Pai'aUele zu 
den Asymptoten, so besitzt das von diesen Parallelen imd 
von den Asymptoten gebildete Parallelogramm konstanten 
Flächeninhalt. 

Aufgabe 44. Von einer Parabel sind gegeben der un- 
endlich ferne Pimkt, zwei weitere Punkte und die 
Tangente in einem 



derselben; die Kurve ^ 

zu zeichnen. 



f 
Qj «> A 




Lösung. Wird mit S^ 
der unendlich ferne 
Punkt, mit S der Punkt 
bezeichnet , dessen 

Tangente gegeben ist ^f^ e [^ "^^ 

(Fig. 56), so wählen 

y^x wiederum diese Fig. 56. 
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beiden Punkte als Zentren der projektiven Strahlen- 
büschel. Die unendlich ferne Gerade muß dann als 
Tangente e^ in S^ aufgefaßt werden, während f die 
gegebene Tangente ist. Deren unendlich femer Punkt 
gibt bei Durchführung ganz der gleichen Betrachtung 
wie vorhin den Hilfspunkt P. Um weitere Punkte 
der Parabel zu zeichnen, haben wir also mit irgend 
einer Parallelen zu f die Geraden a^ und a in D und 
Dl zu schneiden. Die Strahlen d und d^ begegnen sich 
in einem neuen Pimkte D der Parabel. 







Fig. 57. 



Für praktische Zwecke läßt sich dieses Verfahren 
noch etwas bequemer gestalten. Bezeichnen wir den 
Schnittpunkt von d^ und f mit G, so gilt die Proportion 

FD SDi SG 



FA 



SA SF • 
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Wenn also z. B. 



FD 



n 



FA, 



SO ist auch 



SG = — SF. 

n 



Darauf beruht folgende bekannte Konstruktion der 
Parabel: wir teilen (Fig. 57) die Strecke FA sowohl als 
auch SF in gleichviel gleiche Teile, z. B. ^ier, und ziehen 
die zugehörigen Strahlen der Büschel. Die Teilung darf 
nach beiden Seiten fortgesetzt werden. 




Oia^k 



*"S.6 




Fig. 58. 



Fig. 69. 



Aufgabe 45. Yon einer Hyperbel sind gegeben die 
beiden Asymptoten und ein Punkt; man zeichne dessen 
Tangente. 

Losung. Sind a und b die Asymptoten und ist A der 
weiter gegebene Punkt (Fig. 58), so liefert der Satz 
von Pascal ohne weiteres die gesuchte Tangente t und 
es zeigt sich aus der Figur, daß das zwischen den 

Doehlemaniii Projektive Geometrie. 10 
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Asymptoten liegende Stück der Tangente durch den 
Berührungspunkt halbiert wird. 

Aufgabe 46. Von einer Hyperbel sind gegeben die 
beiden Asymptoten und eine Tangente; weitere Tan- 
genten der Kurve zu zeichnen. 

Lösung. Bezeichnen wir die eine Asymptote a mit I 
und II, die andere b mit IV und V, die gegebene 
Tangente t mit III , während die gesuchte Tangente VI 
durch einen auf a beliebig angenommenen Punkt P 
gehen soll (Fig. 59). Der Brianchonsche Punkt wdrd 
in diesem Falle ein imendlich ferner und die Haupt- 
diagonalen y und z sind parallel. 

Man erkennt dann aus der Figur die folgende Eigen- 
schaft: Die Tangenten einer Hyperbel begrenzen mit 
den Asymptoten Dreiecke von konstantem Flächeninhalte. 

Aufgabe 47. Von einer Parabel sind vier Tangenten 
gegeben. Den Berührungspunkt einer derselben zu 
konstruieren. 

Lösung. Da der Kegelschnitt eine Parabel sein soll, so 
berührt er die imendlich ferne Gerade der Ebene; diese 
imendlich ferne Gerade ist aber mit der Ebene gleich- 
zeitig gegeben als fünfte Tangente. Um die Aufgabe 

zu lösen, bezeichnen wir die- 
jenige Tangente, deren Berüh- 
rungspunkt wir finden wollen, 
mit I und II, die unendlich ferne 
Gerade mit IE, mit IV, V, VI die 
drei anderen Tangenten (Fig. 60). 
Dann ist (II, HI) der unendlich 
ferne Punkt der mit 11 bezeich- 
'*^'' 5r " neten Tangente, (IH, IV) der 
Fig. 60. imendlich ferne Pimkt von IV. 
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Diirch den Brianchonschen Satz finden wir nun leicht 
deii Berühriihgspmikt T auf der Tangente I. 

Aufgabe 48. Parallel einer gegebenen Eichtung an eine 
Parabel die Tangente zu konstruieren. 

Lösung. Verlangt man allgemein, die Tangenten eines 
Kegelschnittes zu ermitteln, welche zu einer gegebenen 
Geraden 1 parallel sind, so gibt es deren zwei. Denn 
die Aufgabe kommt darauf hinaus., durch den Schnitt- 
punkt von 1 mit der imendlich fernen Geraden die 
Tangenten an den Kegelschnitt zu legen. Berührt aber 
der Kegelschnitt die unendlich ferne Gerade, wie dies 
bei der Parabel der Fall ist, so ist die imendlich ferne 
Gerade selbst eine der Tangenten durch diesen Punkt, 
es bleibt also bloß noch eiue im Endlichen gelegene 
Tangente, pai^allel der Geraden 1, die Aufgabe Avird 
eine; lineare. 

Ist nun die Parabel etwa gegeben durch zwei Tan- 
genten a imd b mit ihren Berühnmgspunkten A und B 
(Fig. 61), so munerieren 
wir uns ein Brianchonsches 
Sechsseit I, 11 fallen auf a, 
ni und IV auf b, V sei die 
gesuchte, ziu* gegebenen Ge- 
raden 1 parallele Tangente, 
VI sei die unendlich ferne 
Gerade. Dann ergibt sich V 
wieder durch Konstruktion 
des Brianchonschen Punktes, 
wobei noch zu beachten, 
daß der Schnittpunkt (V, VI) 
natürlich der unendlich ferne 
Pimkt von 1 ist. Fig. 6i. 

10* 
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Aufgabe 49. Eine Parabel ist gegeben durch vier 
Tangenten. Ihi'en unendlich fernen Punkt (die Richtung 
der Achse) zu bestimmen. 




Fig. 62. 

Lösung. Bezeichnen wir (Fig. 62) die vier gegebenen 
Tangenten mit I, II, III, IV, die unendKch ferne 
Gerade mit Y imd YI, so gibt die Linie y, welche in 
dem Brianchonschen Sechsseit nach dem Berührungs- 
punkt (Y, YI) läuft, die Richtung, in welcher der 
unendlich ferne Punkt der Parabel liegt. 



YI. Abschnitt. 

Die Polarentheorle der Kegelschnitte. 



§ 27. Pol und Polare. 

Konjugierte Punkte und konjugierte Gerade. 

79. Liegt ein Kegelschnitt k^ gegeben vor und ist 
g eine Gerade, welche ihn in den Punkten A und B trifft 
(Fig. 63), so kann man zu irgend einem Punkte X von g 




den vierten harmonischen X' bezüglich A imd B kon- 
struieren, so daß also (XX' AB) = — 1 . Wir nennen 
zwei solche Punkte X und X' „konjugiert" in bezug auf 
den Kegelschnitt. 

Berührtdie Gerade g den Kegelschnitt, so vereinigen 
sich A und B in einem Punkt, etwa C. Der vierte 
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liarmonische zu einem Punkt X fällt dann, wo auch 
X auf der Tangente liegen mag, wieder mit C zusammen. 
Zu jedem Punkte einer Tangente ist also der Berührungs- 
pimkt konjugiert. 

Gehen andererseits von einem Punkte G aus zwei 
Tangenten a. und b an den Kegelschnitt, so kann man zu 
irgend einer Geraden x durch G den vierten harmonischen 
Strahl x' bestimmen in bezug auf a, b . Es ist also dann 
(xx'ab) = — 1 . Wir nennen zwei solche Strahlen x, x' 
„konjugierte Gerade" in bezug auf den Kegelschnitt. 
Ktickt G auf den Kegelschnitt nach Gq, so fallen die 
beiden Tangenten in eine zusammen, nämlich in die Tan- 
gente c in G(j an den Kegelschnitt. Zu irgend einer Gei- 
raden durch den Punkt Gq des Kegelschnittes ist dann c 
stets die konjugierte Gerade. — In der rechnenden Geo- 
nietiie kann man diese Definition konjugierter Punkte 
und Geraden formal übertragen auf den Fall, wo die Ge- 
rade g den Kegelschnitt nicht schneidet oder wo von 
dem Punkte G aus keine reellen Tangenten an den Kegel- 
schnitt möglich sind. 

Wir stellen uns jetzt die Fragen: Wo liegen über- 
haupt alle Punkte, die zu einem gegebenen Punkte X 
konjugiert sind in bezug auf einen Kegelschnitt? Ferner: 
Was für eine Kurve umhüllen alle Geraden, die zu einer 
gegebenen Geraden x konjugiert sind in bezug auf einen 
Kegelschnitt? 

Polare eines Punktes. 

80. Wir gehen aus voii der Mac-Laurinschen Kon- 
figuration, wie siein Figur 48 S. 131 erörtert Avurde. Bringen 
wir dort noch AC in X', BD in X'' zmn Schnitt mit 
NNj, so folgt aus dem Yiereck AB CD, daß sowohl 
i^XX'AC) = -^ 1 als auch (XX'^BD) = - 1 . 
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Es sei nun der Kegelschnitt gegeben, sowie der Piuikt 
X; durch X ziehen wir eine Sehne AC beliebig. Bringen 
wir die Tangenten a und e in A und C in N zum Schnitt 
und konstruieren ferner X' als den vierten harmonischen 
zu X bezüghch.A imd C, so ist diu-ch N lüid X' die 
Linie NlSTi oder x festgelegt. Wie man also auch eine 
Sehne BD dm-ch X zieht, der vierte harmonische X'' zu 




Fig. 64. 

X bezüglich B imd D muß stets auf dieser Linie x ge- 
legen sein. Diese Gerade x ist demnach der Ort aller 
zum Punkte X konjugierter Punkte. Wir nennen sie die 
„Polare" des Punktes X in bezug auf den Kegelschnitt. 
Auf ihr müssen sich dann auch die Tangenten b und d 
in B imd D begegnen. Ebenso ist XZ oder y die Polare 
von Y und XY oder z die Polare von Z . 

Es' ergeben sich also folgende Eigenschaften der 
Polaren eines Punktes, die w^ir dm*ch die Figur 64 zur 
Anschauung bringen: 
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Satz 44. „Hat man einen Punkt X und einen Kegel- 
schnitt und zieht durch ihn alle möglichen Linien, 
welche in A , B oder C , D oder E , F usw. den Kegel- 
schnitt treffen, und konstruiert man 

1) zu A, B oder 0, D oder E, F usw. den vierten liar- 
monischen in bezug auf X, 

2) die zwei anderen Nebenecken der vollständigen Vier- 
ecke ABCD, ABEF usw., 

3) die Schnittpunkte der Tangenten in A imd B, in C 
und D usw., 

4) die Berührungspmikte der allenfalls von X aus an 
den Kegelschnitt gehenden Tangenten, 

so liegen alle diese Punkte auf einer Geraden x, der 
Polaren des Punktes X."*) 

Pol einer Greraden. 

81. Ganz in ähnlicher Weise zeigen wir, daß aUe 
zu einer Geraden x konjugierten Geraden durch einen 
Punkt X gehen, den wir den „Pol" von x nennen. In 
der Tat denken wir uns in Figur 48 noch die Linien 
NX und N^X gezogen, die mit x' bzw. x'' bezeichnet 
werden mögen, so ist sowohl (xx'ac) = — 1 als auch 
(xx"bd) = ~ 1 . Haben wir mm x oder NN^ beliebig 
angenommen, ferner von einem Pmikte N aus die Tan- 
genten a und c an den Kegelschnitt gezogen, welche 
in A und C berühren, so können wir X schon bestimmen 
als Schnittpunkt von A C imd dem Strahle x', der zu x 
harmonisch ist bezüglich a imd c. Wo dann auch auf x 



*) In dieser Figur, sowie in den folgenden ist der Be- 
quemlichkeit wegen als Kegelschnitt eine Ellipse gewählt. 
Selbstverständlich gelten die Sätze für jeden Kegelschnitt 
sofern nicht ausdrücklich etwas anderes bemerkt ist. 



§ 27. Pol und Polare. 153 

ein Punkt N^ weiter angenommen -wird, immer muß die 
Berührungssehne B D der durch N^ gehenden Tangenten 
b und d durch den bereits festgelegten Punkt X gehen 
und immer muß auch der Stralil x^', der zu x harmonisch 
in bezug auf b und d, ebenfalls durch X laufen. Damit 
ergibt sich (Fig. 48) 

Satz 45. „Legt man von den Punkten einer Geraden x aus 
die Tangentenpaare an einen Kegelschnitt imd konstruiert 

1) zu X den vierten harmonischen Strahl bezügUch 
eines solchen Tangentenpaares, 

2) in dem von zwei solchen Tangentenpaai*en gebildeten 
vollständigen Vierseit die zwei anderen Nebenseiteu, 

3) die zu einem Tangentenpaar gehörige Berührungs- 
sehne (Yerbindungshnie der Berührungspunkte), 

4) in den (etwaigen) Schnittpunkten von x mit dem 
Kegelschnitt die Tangenten, 

so gehen alle diese Linien durch einen Punkt X, den 
Pol von X." 

Natürlich gehört zu X wieder x als Polare. Ferner 
folgt aus 3) in den beiden letzten Sätzen noch: 

Zusatz. „Liegt der Punkt X auf dem Kegelschnitt, so 
wird seine Polare die Tangente und ebenso wird der 
Pol einer Tangente der Berührungspunkt derselben.'^ 

Auf Grrund dieser Sätze können wir jetzt auch eine 
strengere, von der Realität der Schnittpunkte bzw. Tan- 
genten unabhängige Definition konjugierter Elemente 
aufstellen in folgender Weise: 

„Zu einem Punkte sind konjugiert in bezug auf einen 
-Kegelschnitt alle Pimkte seiner Polaren." Ferner: 

„Zu einer Geraden sind konjugiert in bezug auf einen 
Kegelschnitt alle Geraden, die durch den Pol der ersteren 
g3hen." 
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Es folgt daraus dann unmittelbar: 

„Sind z^ei Punkte konjugiert, so geht die Polare, eines 
jeden durch den andern" und: 

„Yon zwei konjugierten Geraden enthält jede den Pol 
der andern." 

Aufgabe 50. Zerfällt der Kegelschnitt (die Kurve 
2. Ordnung) in zwei Gerade, so folgt aus Satz 43 
(S. IM) der früher (S. 53) erwähnte Satz. Welcher 
Satz ergibt sich, wenn der Kegelschnitt (als Kurve 
2. Klasse) in zwei Punkte zerfällt? 

§ 28. Das Polardreieck. 

82. Wählen wir einen Punkt X in der Ebene eines 
Kegelschnittes beliebig und zeichnen seine Polare x; 
auf X sei der Punkt Y beliebig angenommen. Dann muß 
die Polare y von Y jedenfalls durch X gehen, da X und Y 
konjugierte Punkte. Der Schnittpunkt von x und y sei Z. 
Dieser Punkt Z ist konjugiert zu X imd Z ist auch 
konjugiert zu Y, also ist XY oder z die Polare des 
Punktes Z. Li XYZ haben wir folglich ein Dreieck 
gefunden von der Eigenschaft, daß jede seiner Ecken die 
gegenüberliegende Seite zur Polaren hat. Ein solches 
Dreieck nennen wir ein „Polardreieck" des Kegelschnittes. 

Wir haben schon in Figur 4 8 auf S. 1 3 1 in X Y Z ein Polai - 
dreieck erhalten ; aus dieser Figur können wir entnehmen, 
\vie man sich in anderer Weise ein Polardreieck eines 
Kegelschnittes verschaffen kann. Sind nämlich A , B , C , D 
irgend vier Punkte auf dem Kegelschnitt, so konstruieren 
wir in dem vollständigen Viereck derselben die drei 
Nebenecken :-diese bilden dann ein Polardreieck. — Ist 
umgekehrt in Figur 65 ein Polardreieck XYZ eines Kegel- 
schnitts gegeben, so finden wir in f olgenderWeise eineGruppe 
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von Punkten A^ B, C, D, die zu ihm in der gleichen Be- 
ziehung steht. Wir wählen A beliebig irgendwo auf dem 
Kegelschnitt, ziehen AZ, Avelche Linie zum zweitenmal 
in B den Kegelschnitt trifft; dann verbinden wir X mit A 
und B, w^odurch wir die Schnittpunkte C und D auf 
diesen Yerbindungslinien erhalten. Der Schnittpunkt 
von CD und AB muß nun auf der Polaren x von X liegen, 




Fig. 65. 

also geht C D durch Z . Ebenso müssen A D und B C 
durch Y laufen. — - Lassen wir jetzt den Punkt X auf Z 
fortrücken und konstruieren* für jede Lage seine Polare, 
Um z. B. die Polare für X^ zu finden, ziehen wir AX', 
welche Linie den Kegelschnitt nochmals in C trifft. 
Dann liefert B C auf z den Punkt Y', so daß Z Y' oder 
x' die Polare von X^ wird. Es ist folglich 

P. Reihe (X, X' . . .) "A Str. Büschel A (X, X' . . .) 

Ä Str. Büschel B (C, C . . .) 

Ä P. Reihe (Y, Y^ . . .) 

A Str. Büschel Z(Y, Y'.. .). 
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Also ist auch die Punktreihe X, X' . . . projektiv zum 
Büschel X, x' . . . der Polaren und wir erhalten 

Satz 46. „Rückt ein Punkt X auf einer Geraden z fort, 
so beschreibt seine Polare x in bezug auf einen Kegel- 
schnitt einen Strahlenbüschel um den Pol Z von z, und 
dieser Strahlenbüschel ist projektiv zu der von dem 
Punkte beschriebenen Punktreihe." 

Dreht sich eine Gerade um einen Punkt Z , so bewegt 
sich ebenso der Pol dieser Geraden auf der Polaren z 
dieses Punktes. 

Wir erhalten also in der Figur 65 ein System von 
Polardreiecken X YZ, X'Y'Z usw., die aUe die Ecke Z 
gemeinsam haben, während die gegenüberliegenden Seiten 
auf der Geraden z liegen. 

Aufgabe 51. Man beweise den Satz: Die sechs Ecken 
zweier Polardreiecke eines Kegelschnittes liegen auf 
einem Kegelschnitt, ihre sechs Seiten berühren einen 
zweiten Kegelschnitt. 

Die zu einer Geraden und zu einem Punkte in be- 
zug auf einen Kegelschnitt gehörige Involution. 

83. Die Pimktreihe X, X' . . . ist nicht bloß pro- 
jektiv zur Punktreihe Y, Y' . . . (Fig. 65), sondern sie liogt 
zu ihr involutoiisch, da ja die Polare y von Y durch X 
geht. Die Paare X, Y, X', Y' . . . bilden eine Punkt- 
involution, eben die Involution konjugierter Punkte auf z. 
Ebenso gehören die Strahlenpaare x,y, x', y' . . . einer 
Involution an, der Involution konjugierter Geraden durch Z. 
Schneidet z den Kegelschnitt in reellen Punkten, so sind 
dies die Doppelpimkte der Punktinvolution (z. B. Xq , Yq). 
Gehen von Z aus reelle Tangenten an den Kegelschnitt, 
60 liefern diese die Doppelstrahlen der Strahleninvolution 
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(z. B. Xq, Jq). Aber auch wenn z den Kegelscluiitt nicht 
in reellen Punkten trifft, so kann man trotzdem die Punkt- 
involution nach dem eben Bemerkten festlegen. Sie wird 
dann natürlich eine elliptische imd kann dazu dienen, 
die imaginären Schnittpunkte der Geraden mit dem Kegel- 
schnitt in geometrisch brauchbarer Weise zu ersetzen. 
Wenn femer von Z aus keine Tangenten an den Kegel- 
schnitt gezogen werden können, so wird die Involution 
der konjugierten Gera&en durch Z, die immer noch be- 
stimmt werden kann, eine elliptische. Statt der imaginären 
Tangenten von Z aus führt man dann diese Involution in 
die Betrachtung ein. Berührt z den Kegelschnitt, oder 
fäUt Z auf denselben, so wird die zu z oder Z gehörige 
Involution eine parabolische. 

Das Dualitätsgesetz in der Ebene. 

84. Ist in einer Ebene ein Kegelschnitt k^, speziell 
etwa auch ein Kreis, gegeben und irgend eine Figur, so 
kann man zu jedem Punkte die Polare, zu jeder Geraden 
den Pol in bezug auf k^ zeichnen. Den Punkten einer 
Geraden entsprechen dann nach Satz 46 (S. 15 6) Gerade, die 
alle durch den Pol dieser Geraden gehen. Vier Punkten einer 
Greraden sind also vier Strahlen durch einen Punkt zu- 
geordnet, und es ist überdies das Doppelverhältnis der 
vier Strahlen gleich dem der vier Punkte. Dem Schnitt- 
punkt zw^eier Geraden entspricht die Yerbindungslinie 
der Pole der beiden Geraden usw. Aus der ersten Figur 
können wir demnach eine zweite ableiten, die ihr genau 
nach dem DualitÄtsgesetz der Ebene 7. a entspricht. 
Jetzt ist aber zwischen den beiden Figuren auch ein 
direkter, geometrischer Zusammenhang hergestellt, sie 
sind ,,reziprok" zueinander in bezug auf den Kegelschnitt. 
Irgend einer Kurve als Ort von Punkten entspricht eine 
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Kurve, eiDgehüllt von den entsprechenden Geraden. Die 
Klasse dieser letzteren ist gleich der Ordnung der ersten 
Kurve. Die Punkte des Kegelschnittes k^ sind dadurch 
ausgezeichnet, daß die ihnen entsprechenden Geraden, 
nämlich die Tangenten von k^, diu^ch sie hindurchgehen. 

§ 29. Mittelpunkt, Durchmesser, Achsen eines 

Kegelschnittes. 

Der Mittelpunkt. 

85. Aus den allgemeinen Sätzen der Polarentheorie 
erhalten wir wieder spezielle, metrische, weiln wir däs 
Unendlich-Ferne hereinziehen. Wir haben die Annahme 
als zulässig imd notwendig erkannt, daß alle imendlich 
fernen Pimkte einer Ebene auf einer Geraden liegen. 
Auch zu dieser imendlich fernen Geraden können wir 
dann den Pol zeichnen in bezug auf einen Kegelschnitt, 
und wir erhalten ihn, indem wir von den Punkten der 
unendhch fernen Geraden aus Tangentenpaare an den 
Kegelschnitt legen. Die zugehörigen Berührimgssehnen 
gehen alle durch diesen Pol. Wir nennen den Pol der 
imendlich fernen Geraden den „Mittelpimkt" des Kegel- 
schnittes, jede durch ihn gehende Sehne einen „Diu^ch- 
messer'\ Die beiden Schnittpimkte eines Durchmessers 
mit dem Kegelschnitt müssen harmonisch getrennt werden 
durch den IVIittelpunkt und durch den Schnittpimkt des 
Durchmessers mit der miendlich fernen Geraden, also 
muß jeder Durchmesser im Mittelpimkt halbiert werden 
(Satz 44,1 S. 152). 

Für die Ellipse und Hyperbel hegt der Mittelpunkt 
im Endlichen, bei der letzteren ist er (Satz 45,4 S. 153) der 
Schnittpunkt d^r Asymptoten; fih^ die Parabel, welche 
die imendlich fenie Gerade berührt, fällt der ^Mittelpunkt 
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in den Berührungspunkt der miendlich fernen Geraden, 
also in den imendlich fernen Punkt der Parabel. Alle 
Durchmesser der Parabel sind folglich parallel. 
Es hat sich mithin ergeben: 

Satz 47. „Die Yerbindungslinien der Berühnmgspunkte 
paralleler Tangenten eines Kegelschnittes (Ellipse oder 
Hyperbel) gehen alle durch den Mittelpunkt imd heißen 
Durchmesser. Jeder Diu'chmesser ^Trd im Mittelpunkt 
halbiert (Fig. 66 a und 66b)." 




Fig. 66 a. 



Konjugierte Durchmesser. 

86. Nehmen wir jetzt in Figur 65 (S. 1 55) z als die un- 
endlich ferne Gerade. Dann wird Z der Mittelpunkt des 
Kegelschnittes (Fig. 66 a und 66 b). Die Linien x, y, x', y' 
werden konjugierte Gerade durch den Mittelpunkt: wir 
nennen sie „konjugierte Durchmesser". Jeder von ihnen 
ist' also die Polare des unendlich fernen Punktes des 
anderen. Zieht man zu einem der konjugierten Durch- 
messer eine parallele Sehne AB, so muß die Mitte dieser 
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Sehne auf dem konjugierten Durchmesser liegen, da sie 
mit X zusammen A imd B harmonisch trennt. Jn hezng 
auf konjugierte Durchmesser zeigt also der Kegelschnitt 
eine „schiefe Symmetrie". Dies liefert 




Fig. 66b. 



Satz 48. „Die konjugierten Geraden diu'ch den Mittel- 
punkt eines Kegelschnitts liefern die Involution der 
konjugierten Durchmesser. Jeder von zwei konjugierten 
Diu-chmessern halbiert alle Sehnen, die zum anderen 
parallel laufen. Die Tangenten in den Endpunkten 
eines Durchmessers sind parallel zum konjugierten 
Diu-chmesser. Je zwei konjugierte Durchmesser bilden 
mit der unendlich fernen Geraden ein Polardreieck 
(Fig. 66 a imd 66 b)." 
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Hat man (Fig. 660) eine Paxabel und sind AB, A'B' . . . 
))arallele Sehnen, M, M' . . . 
deren Mitten, so liegen diese 
alle aiif einem Dnrclimesser, 
der durch den unendlich 
fernen Punkt S der Parabel 
geht. Der Durchmesser 
schneidet die Parabel noch- 
mals in T imd die Tangente 
in diesem Punkte ist pa- 
rallel AB. 

Fig. 660. 

Die Achsen eines Kegelschnittes. 

87. In der Involution der konjugierten Durchmesser 
eines Mittelpunkt-Kegelschnittes sind nach Satz 24 (S. 94) 
stets auch zwei aufeinander senkrechte (x", y") vorhanden. 
Man bezeichnet dieselben als die „Hauptachsen" des 
Kegelschnittes. 

Bei der Elüpse muß gemäß ihrer Definition (vgl. 76.) 
die Involution der konjugierten Dm*chmesser eine ellip- 
tische sein, beide Achsen schneiden die Kmre in reellen 
Punkt^i (große und kleine Achse) (Fig. 66a). 

Zum Mittelpunkt der Hyperbel dagegen gehört eine 
Involution mit reellen Doppelstrahlen. Diese sind die 
Asymptoten der Kiu've. Jede Asymptote ist also zu sich 
selbst konjugiert. Irgend zwei konjugierte. Durchmesser 
der Hyperbel trennen die Asymptoten harmonisch. Daraus 
folgt unmittelbar, daß der Berühnmgspunkt T einer Tan- 
gente (Fig.. 66b) in der Mitte des Abschnittes RS hegt, 
den die Asymptoten auf der Tangente erzeugen. Die 
Achsen halbieren die Winkel der Asymptoten; die eine, 
x", schneidet die Hyperbel in reellen, die andere, y\ in 
imaginären Pmikten. 



Doehlemann, Projektive Geometrie. 
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Treten in der Involution der konjugierten Durchmesser 
eines Kegelschnittes zwei Paare aufeinander senkrechter 
Strahlen auf, so ist die Involution nach Satz 24 (S. 94) eine 
rechtwinkehge und alle konjugierten Durchmesserpaare 
bilden rechte Winkel. Dieser Fall tritt immer und nur 
dann ein, wenn die Ellipse in einen Kreis übergeht. 
Denn wir können behaupten: 

Ist die zum Mittelpimkte eines Kegelschnittes gehörige 
Strahleninvolution eine rechtwinkelige, so ist der Kegel- 
schnitt ein Kreis. 

Bezeichnen wir nämlich mit M den Mittelpunkt, mit 
A einen festen, mit B einen veränderhchen Punkt des 
Kegelschnittes, so geht nach Satz 48 (S. 160) der zur 
Eichtimg AB konjugierte Durchmesser durch die Mitte 
von AB und steht auf AB senkrecht, folglich ist MB = M A 
imd alle Punkte des Kegelschnittes haben von M den 
gleichen Abstand. 

Dagegen kann man bei jedem Kegelschnitt einzelne 
Punkte finden, welche sich dadurch auszeichnen, daß die 
zu ihnen in bezug auf den Kegelschnitt gehörigen Strahlen- 
involutionen rechtwinkehge sind. Dies sind die „Brenn- 
punkte" des Kegelschnittes. 

Unter den parallelen Durchmessern einer Parabel gibt 
es einen T^S, der senkrecht steht auf der Tangente, die 
in seinem (eigentiichen) Schnittpunkt Tq mit der Parabel 
konstruiert werden kann (Fig. 66 c). Dieser Durchmesser 
heißtdie„Achse",derPunktTo der „Scheitel" der Parabel. 

Aufgabe 52. Schneidet eine beliebige Gerade eine Hy- 
perbel in den Pimkten A und B und die Asymptoten 
in C und D, so ist CA = BD. Beweis durch An- 
wendimg des soeben bewiesenen Satzes über die Tan- 
gente. 



§ 29. Mittelpunkt, Durchmesser, Achsen. 163 

Aufgabe 53. Ein Kegelschnitt ist durch fünf Punkte 
oder fiinf Tangenten gegeben. Seinen Mittelpunkt zu 
konstruieren. 

Lösung. Man verschaffe sich parallele Tangenten imd 
damit einen Durchmesser. 

Aufgabe 54. Man betrachte die Mac-Laurinsche Kon- 
figuration (Fig. 48) für den Fall, daß z die unendlich 
ferne Gerade ist, und leite auf diese Weise den Satz ab: 
In irgend einem, einem Kegelschnitt umschriebenen 
Parallelogramm sind die Diagonalen konjugierte Dm^ch- 
messer. 
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VII. Abschnitt. 

Die Kegel- und Kegel-Flächen 2. Ordnung als 
Erzeugnisse projektiyer Orundgebllde. 



§ 30. über Flächen im allgemeineii. 

Kegelflächen. 

88. Eine Fläche (z. B. eine Ebene, eine Kugel, ein 
Kegel) enthält zweifach unendlich viele (cx)2) Punkte, 
welche durch ein mathematisches Gesetz bestimmt werden. 
In der rechnenden Greometrie wird eine Fläche definiert 
durch eine Gleichung, der die Koordinaten (x, y, z) eines 
jeden ihrer Punkte genügen müssen. 

Eine Fläche kann insonderheit die Eigenschaft haben, 
daß es möglich ist, sie diu'ch Bewegmig einer festen Kurve, 
die wir uns etwa a^s Draht hergestellt denken, zu erzeugen. 
Im einfachsten FaUe wird diese Kurve eine Gerade sein. 
Die Flächen, die auf diese Weise durch Bewegung einer 
Geraden entstehen, heißen allgemein „Regelflächen". Sie 
enthalten, gemäß ihrer Erzeugung, ein einfach unendliches 
System von geraden Linien, die wir die „Erzeugenden" 
der Fläche nennen. Solche „geradlinige" Flächen treten 
uns entgegen, sobald wir die Erzeugnisse projektiver Grund- 
gebilde erster Stufe betrachten, die beliebig im Raiune 
liegen, wie ja z. B. zwei beliebig im Räume gelegene pro- 
j ektivePunktreihen nach 5 7 . (S. 1 2) alsErzeugnis ein solches 
System von einfach unendlich vielen, im Räume ange- 
ordneten Geraden lieferten. 
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Wir können nun zwei durchaus verschiedene Typen 
von Regelflächen imterscheiden je nach dem Verhalten 
unendlich benachbarter Erzeugenden der Fläche. Folgende 
FäUe sind nämlich zu trennen: 

a) Irgendzwei unendlich benachbarte Erzeugende 
der Fläche schneiden sich stets. Dann bestimmen die- 
selben eine Ebene, und der zwischen 
den Erzeugenden gelegene Teil der 
Ebene ist ein Element der Fläche. 
Es sind also die Elemente der Fläche 
sämtlich eben (Fig. 67). Eine solche 
Fläche (die auch durch Bewegimg 
einer Ebene erzeugt werden kann) 
heißt eine „abwickelbare" (deve- 
loppable). Irgend zwei einander nicht 
unendlich benachbarte Erzeugende der 
Fläche brauchen sich natürlich nicht 
zu schneiden. 

Die einfachste abwickelbare Fläche ist der „Kegel". 
Er entsteht, wenn eine Gerade sich irgendwie bewegt, 
während einer ihrer Punkte festgehalten wird. Dieser 
fixierte Punkt heißt die „Spitze" des Kegels. Liegt die 
Spitze im ünendMchen, bewegt sich also eine Gerade nach 
irgend einem Gesetze, aber stets parallel zu sich selbst, 
so entsteht aus dem Kegel der „Zylinder". 

b) Je zwei unendlich benachbarte Gerade der Flächen 
schneiden sich nicht. Die einzelnen Elemente der Fläche 
sind nicht eben, sondern gekrümmt, da zwei Nachbarge- 
rade auf der Fläche, so nahe aneinander man sie auch 
wählen mag, sich nicht schneiden, sondern windschief zu- 
einander verlaufen. Solche Flächen heißen „windschiefe" 
R^elflächen. Wir werden ein Beispiel einer solchen Fläche 
weiter imten kennen lernen. 



Fig. 67. 
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Tangentialebene einer Fläche. 

89. Ist auf einer Fläche ein Punkt P gegeben, so 
können wir durch P auf der Fläche unendlich viele KurA^eii 
zeichnen, etwa die Schnittkurven mit den Ebenen eines 
Büschels, dessen Achse durch P geht. Jede dieser Kurven 
besitzt in P eine Tangente, luid diese Tangente hat mit 
der betreffenden Kurve, also auch mit der Fläche, zwei 
Nachbarpunkte in P gemein, ist also auch eine Tangente 
der Fläche. Nun zeigt die Analysis, daß alle diese Tan- 
genten in einem Punkte P an eine Fläche in einer Ebene 
liegen, der Tangentialebene in P an die Fläche. 
P heißt der Berühnmgspunkt der Tangentialebene. Jede 
durch P in dieser Ebene gezogene Grerade hat in P zwei 
benachbarte Punkte mit der Fläche gemein. 

Liegt eine Gerade h ganz auf einer Fläche, so geht 
also die Tangentialebene in jedem Punkte von h jeden- 
falls durch diese Gerade hindurch. 

Liegen auf einer Yläohe zwei gerade Linien, die sich 
schneiden, so ist die Tangentialebene in ihrem Schnitt- 
punkt bestimmt als die Ebene dieser beiden Geraden, 
gleichgültig, ob die beiden Geraden unendlich benachbart 
sind oder ob sie einen endlichen Winkel einschließen. 

Ist P ein Punkt einer Kegelfläche, so geht die Tan- 
gentialebene in P jedenfalls durch die Erzeugende hin- 
durch, welche durch P läuft. Dies ist die Verbindungs- 
linie von P mit der Spitze S des Kegels. Durch S gibt es 
eine zu dieser Erzeugenden benachbarte Erzeugende und 
die durch beide bestimmte Ebene muß die Tangentialebene 
in P sein. Es ist also für alle Punkte einer Erzeugenden 
einer Kegelfläche (und allgemeiner einer abwickelbaren 
Fläche) die Tangentialebene die gleiche. Folglich berührt 
die Tangentialebene einer Kegelfläche oder abwickelbaren 
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Fläche längs einer Erzeugenden die Fläche (Beispiel: 
der Kreiskegel). 

Ordnung und Klasse einer Fläche. 

90. Unter der Ordnung einer Fläche versteht man 
die Anzahl der Schnittpunkte, welche eine behebige Ge- 
rade mit der Fläche hefert imd zwar im algebraischen 
Sinne, also ohne Kücksicht auf die Eeahtät (vgl. 58.). 
Diese Ordnung gibt dann auch die Maximalzahl der 
reellen Schnittpunkte, welche eine Gerade mit der 
Fläche gemein haben kann. 

Hat man eine Kegelfläche, z. B. eine von der 2. Ord- 
nimg, so wird sie von irgend einer Geraden in zwei Punkten 
geschnitten. Nach diesen zwei Pimkten laufen nun zwei 
Erzeugende der Kegelfläche, nämhch die Yerbindungs- 
hnien derselben mit der Spitze. Die durch die Gerade 
imd die Spitze gehende Ebene hat mit der Kegelfläche 
die genannten beiden Erzeugenden und bloß diese gemein. 
Bei einer Kegelfläche gibt also die Ordnimg auch die Zahl 
der Erzeugenden, welche eine beliebige, durch die Spitze 
gehende Ebene aus dem Kegel ausschneidet. 

Der Schnitt irgend einer Ebene mit einer Fläche n*®^ 
OKlnung ist eine Kurve n*®^ Ordnung, da jede Gerade 
in dieser Ebene n Pimkte mit der Fläche, folghch eben- 
so viele mit der Schnittkurve gemein hat. 

Unter der Klasse einer Fläche verstehen wir die An- 
zahl der Tangentialebenen, die durch eine behebige Ge- 
rade an die Fläche gelegt werden können, auch wieder 
im Sinne der Analysis. 

Eine KegelQäche, überhaupt jede abwickelbare Fläche 
besitzt nur einfach unendlich viele (oc^) Tangentialebenen. 
Bei diesen Flächen definiert man die Klasse als die Zahl 
ilirer Tangentialebenen, die durch einen beliebigen Punkt 
hindurchgehen. 
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Beispiel einer Avindsehiefen Regelfläche. 

91. Gegeben sind drei Gerade h, \, hg, von denen 
keine zwei in einer Ebene liegen. Eine Gerade bewegt 
sich so, daß sie beständig jede dieser drei Geraden schneidet. 
Man beweise: 

1) Die bewegte Gerade schneidet auf den drei festen 
Geraden projektive Pimktreihen aus. 

2) Schneidet irgend eine Gerade die bewegte Gerade 
in drei ihrer Lagen, so schneidet sie dieselbe in 
jeder Lage. 

Zunächst ist zu zeigen, wie man sich Gerade ver- 
schaffen kann, welche h, h^ imd h^ begegnen. Wählen 




Fig. 68. 

wir auf h einen Pimkt A willkürhch (Fig. 68), so können 
wir durch A und h^ eine Ebene (Ahi), sowie durch A 
und \ eine Ebene (Ah^) legen. Diese beiden Ebenen 
schneiden sich dann in einer Geraden a, welche hj^ in Aj, 
sowie hg in Ag trifft, also die verlangte Eigenschaft hat. 
Auf diese Weise können.Avir unendlich viele solche Gerade 
b, c, d usw. finden, indem -v^dr auf h Punkte B, C, D . . . 
wählen. Es ist klar, daß irgend zwei solche Gerade, z. B. 
a imd b, sich nicht schneiden. Denn wenn sie sich schneiden 
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würden, lägen sie in einer Ebene, und in der gleichen 
Ebene müßten auch h, h^, h^ liegen, Avas gegen unsere 
Voraussetzung ist. Also besclireibt die Grerade eine wind^ 
schiefe Regelfläche. Es ist aber dann nach Satz 4 (S. 38) 

(ABCD) = [(Ah,)(Bhi)(Chi)(Dhi)] = (A^B^C^D,) 
und 

(ABCD) = [(Ali2)(Bh2)(Ch2)(Dh2)] = (AiBiCiDi), 
folglich 

(ABCD) = (A^BiCiDi) = (A2B2C2D0) . 

Damit ist der erste Teil imserer Behauptung bewiesen. 
Es sei femer eine Grerade hx gefimden, welche a, b 
und c schneidet. Projizieren w^ir nun die projektiven 
Pimktreihen A, B, C . . . auf h und A^, B^, C^ . . . auf 
h^ je aus h^ durch einen Ebenenbüschel, so sind diese 
Ebenenbüschel projektiv. Dann sind aber folgende Ebenen 
identisch : 

(Ahx) = (Aihx) = (hxa) 

(Bhx) = (Bihx)^(hxb) 

(ChO = (Cihx) = (hxC). 

Es fallen also in den projektiven Büscheln drei Ebenen 
mit ihren entsprechenden zusammen, folglich muß über- 
haupt j ede Ebene mit ihrer entsprechenden identisch sein. 
Es ist demnach auch (Dhx) = (Dihx), d. h. die G^erade d 
imd überhaupt jede solche G^erade schneidet hj. 

§ 31. Die Kegelf lache 2. Ordnung. 

92, Betrachten w^ir jetzt zwei projektive Ebenen- 
büschel mit den Achsen s und s^ , die sich in S schneiden 
mögen (Fig. 69). Dann liefern je zwei entsprechende 
Ebenen eine Schnittlinie, die auch durch S geht. Das 
Erzeugnis der projektiven Ebenenbüschel ist demnach eine 
Eegelfläche mit der Spitze S. Wir fragen zunächst nach 
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der Ordnung derselben. Zählen wir also ab, in wieviel 
Punkten eine beliebige Gerade g dieser Kegelfläche be- 
gegnet. Zu dem Zwecke werde durch g irgend eine Ebene 
gelegt. Diese wird die projektiven Ebenenbüschel s und s-^ 
in zwei projektiven Strahlenbüschel S imd S^ schneiden, 




Fig. 69. 



und die Schnittkurve der Ebene mit der Kegelfläche stellt 
sich dar als das Erzeugnis dieser projektiven Strahlen- 
büschel. Also ist diese Schnittkurve der Ebene mit dem 
Kegel ganz allgemein ein Kegelschnitt. Die Gerade g 
aber trifft diesen in zwei Pimkten und das sind zugleich 
ihre Schnittpunkte mit der Kegelfläche. Es ist mithin 
die Kegelfläche von der 2. Ordnung. Die analytische 



! 



§ 31. Die Kegelfläche 2. Ordnung. I7l 



Geometrie zeigt überdies, daß sich jede Kegelfläche 
2. Ordnung in dieser Weise durch projektive Ebenen- 
büschel erzeugen läßt. Es ist also die hier betrachtete 
! KegelQäche die allgemeine 2. Ordnung. Fügen wir noch 
die Bemerkung hinzu, daß eine Tangentialebene des Kegels 
die gewählte Ebene in einer Linie schneidet, welche Tan- 
gente des Schnittkegelschnittes in dieser Ebene sein muß, 
so ergibt sich ganz ebenso wie in 59. 

Satz 49. „Zwei projektive Ebenenbüschel mit sich 
schneidenden Achsen s und s^ erzeugen diu-ch die 
Schnittlinien entsprechender Ebenen einen allgemeinen 
Kegel 2. Ordnung, der auch die Achsen s und s^ als 
Erzeugende enthält. Die Tangentialebenen längs dieser 
beiden Erzeugenden sind die Ebenen, welche der Yer- 
bindimgsebene (ssj) bezüglich entsprechen. Der Schnitt 
des Kegels mit einer beliebigen Ebene ist ein Kegel- 
schnitt. Der Kegel ist auch von der 2. Klasse." 

Da jede Erzeugende des Kegels in ihrer ganzen Aus- 
dehnung zu beiden Seiten der Spitze zii nehmen ist, so 
besteht der Kegel aus zwei in der Spitze zusammenhängen- 
den Mänteln. Was den Schnitt des Kegels mit einer Ebene e 
betrifft, so ergeben sich die drei möglichen Fälle folgender- 
maßen: Legen wir durch die Spitze S des Kegels eine 
Ebene «q -ff- ^> so kann Eq zwei reelle Erzeugende mit 
dem Kegel gemeinsam haben. Dann ist der Schnitt von 
€ mit dem Kegel eine Hyperbel, deren Asymptoten- 
richtungen durch diese beiden Erzeugenden gegeben 
sind. Oder Cq hat keine reelle Erzeugende mit dem Kegel 
gemein, in diesem Falle ist der Sclmitt von e mit dem 
Kegel eine Ellipse. Wenn endüch Eq den Kegel berührt, 
so wird man in e als Schnitt eine Parabel erhalten. 
Damit ist die Bezeichmmg dieser Kurven als „Kegel- 
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scilnitte" gerechtfertigt. Sie stammt schon von den 
Griechen her*). 

93. Legt man von einem Pimkte S un Eaume die 
projizierenden Strahlen nach den Punkten eines Kreises^ 
so erhält man eine Kegelfläche. Wählt man zwei ihrer 
Erzeugenden aus, so kann man mit diesen als Achsen die 
KegelfJäche durch projektive Ebenenbüschel erzeugen, 
ausgehend von der Erzeugimg des Kreises diirch projek- 
tive Strahlenbüschel. Die Kegelfäche ist also von der 
2. Ordnung — sie ist, wie man zeigen kann, identisch 
mit der allgemeinen Kegelfläche 2. Ordnimg — mid wird 
also von einer beliebigen Ebene in einem Kegelschnitt 
geschnitten. Dies liefert den 

Satz 50. „Projiziert man einen Kreis aus irgend einem 
Punkte auf eine Ebene, so ist die Projektion ein 
Kegelschnitt." 

Wird der Punkt S speziell auf der Senkrechten an- 
genommen, die man im Mittelpunkte M des Kreises auf 
der Ebene desselben errichten kann, so erhält man einen 
speziellen Kegel 2. Ordmmg, der auch erzeugt werden 
kann durch Drehung eines rechtA^inkeligen Dreieckes um 
die Kathete SM. Dieser Kegel heißt „gerader Kreis- 
kegel", „ümdrehungskegel", „Rotationskegel". Der 
Schnitt desselben mit einer behebigen Ebene ist aber 
auch wieder ein Kegelschnitt. 

Nimmt man die Achsen s imd s^ der projektiven 
Ebenenbüschel parallel an, so rückt die Spitze S des 
Kegels ins ünendüche imd man erhält als Erzeugnis 
einen „Zylinder 2. Ordnung". Derselbe kann drei ver- 
schiedene Formen annehmen, je nachdem die*imendlich 
ferne Ebene zwei reelle oder zwei zusammenfallende 



*) Apollonius von Pergae: „Conica" (250 v. Chr.). 
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oder zwei imaginäre Grerade aus dem Zylinder ausschneidet. 
Es gibt deswegen einen hyperbolischen (Mg. 70aj, 
einen parabolischen (Fig. 70b) und einen elliptischen 
(Fig. 70c) Zylinder 2. Ordnung. Man kann zeigen, daß 
der letztere auch erhalten "\^4rd, wenn man durch die 
Punkte eines Kreises in beliebiger Richtimg imter sich 
parallele Gerade legt. 




Fig. 70a. 



Fig. 70b. 



Fig. 70 c. 



Steht endlich die Richtung dieser parallelen Geraden 
auf der Ebene des Kreises senkrecht, so geht der elliptische 
Zylinder in den „Umdrehungs"-, „Rotations*'- oder 
„Kreis"-Zylinder über. 
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94. Betrachten wir jetzt zwei projektive Ebenen- 
büschel in allgemeiner Lage, deren Achsen s und s^ sich 
also nicht schneiden. Je zwei entsprechende Ebenen der 
Büschel, wie etwa oc und a^, werden sich in einer Ge- 
raden h. schneiden, die sowohl s in P als s^ in P^ treffen 
muß (Fig. 71). "Wir erhalten auf diese Weise unendlich, 
viele Gerade h, h^, h^ usw., die offenbar eine windschiefe 
Regelfläche bilden (Beweis dafür wie in 91.). Wir nennen 
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das System dieser Geraden auch eine „Regelschar" und 
bezeichnen es kurz mit [h]. Die dadurch gegebene Regel- 
fläche ist von der 2. Orduimg. Denn schneiden wir sie 
mit ii^end einer Ebene, so w^den die projektiven Ebenen- 
büschel s lind Si in projektiven StrahlenbCtecheln S und 
S^ getroffen, deren Erzeugnis den Selmitt mit der Ebene 
liefert. Es schneidet also die beliebige Ebene die Regel- 
fläche nach einem K^;elschnitt, mithin ist die Fläche von 




der 2. Ordnung. Die Rechnung zeigt wieder, daß die 
allgemeine Fläche 2. Ordnung, wie sie durch eine be- 
liebige Gleichimg 2. Grades gegeben wird, in dieser Weise 
erzeugt werden kann. Diese geradlinige Fläche 2. Ordnmig 
heißt auch „einschaliges Hyperboloid". 

Es er^bt sich sofort auch eine zweite Erzeugung 
unserer Fläche. Trifft die Erzeugende h, in Q und Qj, 
femer hj in R imd Rj die Achsen s und Sj usw., so ist 
die Reihe der Punkte P^, Q^, Rj ... perspektiv zu den 
Ebenen a , /J, j* des Bilschels s , durch die sie ausgeschnitten 
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wird. Ebenso ist die Punktreihe P, Q, R . . . auf s zmn 
Ebeuenbüschel ö^i, /8i, y^ . . . perspektiv. Da aber die 
beiden Ebenenbüschel projektiv, so ist auch die Pimkt- 
reihe P, Q, R ... projektiv zur Punktreihe P^ , Q^ , R^ . . . 
Die Regelschar [h] kann also auch dadurch erhalten werden, 
daß man in zwei projektiven Punktreihen im Raiune ent- 
sprechende Pimkte durch Gerade verbindet. 

Daraus folgt aber noch eine weitere merkwürdige 
Eigenschaft. Ist nämlich Sg irgend eine Gerade, welche 
die drei Geraden h, h^, h^ schneidet, so sind alle Voraus- 
setzungen erfüllt, um den in 91., 2) ausgesprochenen Satz 
an"wenden zu können. Demnach muß Sg jede Gerade h 
der Regelschar [h] schneiden imd jede Gerade, welche h, 
hj, h^ trifft, hat diese Eigenschaft. Alle diese Geraden 
bilden aber wieder eine Regelschar [s] , die auch von der 
2. Ordnung, und alleErzeugende dieser zweiten Regel- 
schar müssen ebenfalls auf unserer Fläche 2. Ordnung 
gelegen sein, da durch jeden Punkt einer Geraden von 
[s] ja eine Gerade von [h] geht. Die Achsen s und s^ 
gehören auch zu dieser Regelschar [s]. Wir liaben 
folglich: 

Satz 51. „Das Erzeugnis zweier projektiver Ebenen- 
büschel in allgemeiner Lage ist eine Regelschar [h] 
oder eine geradlinige Fläche 2. Ordnung. Dieselbe 
Fläche kann auch dadurch erzeugt werden, daß man 
in zwei projektiven Punktreihen im Raiune ent- 
sprechende Punkte durch Gerade verbindet. Auf der 
Fläche liegt noch eine zweite Regelschar [s]. Alle 
Greraden h sind untereinander windscluef, ebenso alle 
Geraden s, aber jede Gerade h schneidet jede 
Gerade s. Irgend zwei Gerade einer Regelschar 
^werden von den Geraden der anderen Schar in 
projektiven Punktreihen geschnitten." 
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Die Fläche ist dieselbe wie die in 91. erwähnte, utid 
sie läßt sich in doppelter Weise durch Bewegung einer 
Geraden erzeugen. Denn greift man irgend drei Gerade 
der einen Regelschar heraus imd läßt eine Gerade sieh 
so bewegen, daß sie stets diese drei Geraden schneidet, 
so beschreibt die bewegte Gerade die andere Regelschar^ 
Hat man überhaupt zwei Systeme [hj und [s] von un-. 
endlich vielen Geraden derart, daß alle Geraden eines 
Systems imtereinander windschief sind, während jede 
Gerade des einen Systems jede des anderen schneidet, 
so bilden dieselben die beiden Regelscharen einer solchen 
geradlinigen Fläche 2. Ordnung (Monge 1795). 

95. Legt man durch eine Gerade h^ der Regelschar 
[h] irgend eine Ebene, so wird diese noch eine Gerade 
aus der Fläxjhe ausschneiden, da die Schnittkurve im 
ganzen von der 2. Ordnung sein muß. Diese Geracje 
kaim dann, da sie h, sclineidet, nur der Regelschar [s} 
angehören und heiße s^^. Ftir den Schnittpunkt von h, 
mid Sx ist die Ebene also. (8 9.) die Tangen tialebena Es 
muß folglich jede Ebene, die durch eine Gerade der 
Fläche 2. Ordnung liindiu'chgeht, eine Tangentialebene 
der Fläche sein. In jedem Punkte der Fläche wird die? 
Tangentialebene bestinunt als die Ebene der beiden durch 
diesen Punkt gehend jjn Erzeugenden. 

Die verschiedenen Typen der geradlinigen Fläche 
2. Ordnung erhalten wir, wenn wir uns die Fläche durch 
projektive Punktreihen s und Sj erzeugt denken. Es sind 
dann folgende zwei Fälle möglich: 

a) Die imendlich fernen Punkte von s imd s^ ent- 
sprechen einander nicht in der projektiven Beziehung 
dieser beiden Pimktreihen. Es entspricht alßo z. B. dem 
unendlich fernen Punkt von s ein bestimmter endlicher 
Punkt auf s^ . Die Parallele durch diesen Punkt zu s ist 
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eine Erzeugende hg der Eegelschar [h]. In gleicher 
Weise gibt es zu jeder Erzeugenden eine parallele Er- 
zeugende der anderen Schar. Die dadurch erzeugte 
Fläche lag unseren bisherigen Betrachtungen zugrunde 
imd wir nannten sie bereits das einschalige Hyperboloid 
(Mg. 72). Die imendlich ferne Ebene schneidet die Fläche 
in einem Kegelschnitt. 




Fig. 72. 

b) Tritt der speziellere Fall ein, daß die unendlich 
fernen Punkte von s und s^ einander entsprechen, 
so sind diese Punktreihen ähnlich. Die Verbindungs- 
linie dieser beiden unendlich fernen Punkte ist eine ganz 
im Unendlichen gelegene Gerade hoo, die bestimmt ist 
durch die Stellung der Ebene, welche parallel zu s und s^^ 
läuft. Alle Geraden der Eegelschar [s] müssen aber hoo 
schneiden, also sind sie alle parallel zu dieser Ebene. 



Doehlemann Projektive Geometrie. 
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Die unendlich ferne Ebene enthält nun von unserer 
Fläche die Gerade hoo, sie muß mithin noch eine Ge- 
rade Soo der anderen Schar enthalten. Alle Geraden h 
müssen Soo schneiden, also sind auch alle Geraden der 
Regelschar [h] parallel einer bestimmten Ebene. Die 
dadurch entstehende Fläche heißt „windschiefes" oder 
„hyperbolisches Paraboloid" (Fig. 73). Die Geraden einer 
jeden der beiden Regelscharen auf der Fläche sind je 
parallel einer Ebene. Diese beiden Ebenen heißen die 
„Leitebenen". Die Fläche berührt die unendlich ferne 
Ebene. 




Fig. 73. 

Man erhält die Fläche auch, wenn man eine Gerade 
sich so bewegen läßt, daß sie beständig zwei feste Gerade 
schneidet und dabei parallel bleibt zu einer gegebenen 
festen Ebene. 

Eine einfache Erzeugung dieser Fläche besteht darin, 
daß man (Fig. 73) in einem Tetraeder zwei Paare von 
Gegenkanten (AB und CD, BC und AD) in gleichviel 
Teile teüt und entsprechende Teilpunkte verbindet. 

Daß diese beiden Systeme von Geraden der gleichen 
Fläche angehören, folgt leicht aus den abgeleiteten Sätzen. 
AVähJt man femer eine Ebene, welche zu AB imd CD 
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parallel ist, so gibt sie die Stellung der einen Leitebene, 
während die andere Leitebene zu den Gegenkanten BC 
lind AD parallel läuft. Schneiden sicli zwei Ebenen 
(lieser beiden Ebenenbüschel in einer Geraden g und 
nehmen wir eine Tafel senkrecht zu g, um in diese das 
Tetraeder und die Geraden der Fläche orthc^nal zu 
projizieren, so erhalten wir als Bild das Parallelogramm 
ÄjBjC^Di (Fig. 74) sowie die Parallelen zu den Seiten. 



Fig. 74. 

Der Schnittpimkt m^ der Diagonalen ist die Projektion 
der Linie m, welche die lütten des letzten Paares von 
Gegenkanten AG und BD des Tetraetlei-s verbindet. Die 
beiden Leitebenen sind also auch zu m parallel. 
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Pascalscher Satz 114. 
Perspektive Beziehimg der Grund- 
gebilde 24. 
Perspektive Punktreihen 22. 

,, Strahlenbüschel 23. 

Perspektivitätsachse 63. 
Perspektivitfttszentrum 62. 
Pol einer Geraden 162. 
Polardreieck 154. 
Polare eines Punktes 150. 
Projektive Grundgebilde 57. 

j, Punktreihen 57. 

„ Strahlenbüschel 58. 

Projektivitat 57. 

Projizierens, die Operation des 9. 
Piinktfeld 7. 



Punktreihe 5, 6. 

Rechtwinkelinvolution 98. 
Begelflache, nilgemeine 164. 
„ 2. Ordnung 173. 

Regelschar 173. 
Reziproke Figuren 13, 157. 
Reziprozität, Gesetz der 13, 157. 
Rotationskegel 172. 
Rotationszylinder 173. 

Schneidens, Operation des 8. 
Sinn in einer Punktreihe 29. 
Sinn in einem Strahlenbüschel 26 
Steinersche Konstruktion 77. 
Strahl 5. 

Strahlenbündel 6. 
StrahlenbüRchel 6. 
Strahlenfeld 9. 

Strecke zwischen zwei Punkten 29. 
System, ebenes 7. 

Tangente einer Kui-ve 104. 
Tangentialebene einer Fläche 166. 
Träger eines Fbenenbüschels 6. 
Träger einer Punktreihe 6. 
Transversalen beim Dreieck 99. 
Trennungspunkt 29. 
Trennungsstrahl 26. 

l'mdrehungskegel 172. 

Umdrehungszylinder 173. 

Umhüllende Kurve 104. 

Üneigentliche Elemente 17. 

Uneigentlich c, unendlich ferne 
Ebene 20. 

Uneigentliche, unendlich ferne Ge- 
rade 19. 

Uneigentlicher, unendlich ferner 
Punkt 17. 

Ungleichsinnige Punktreihen 72. 
„ Strablenbüschel 72. 

Viereck, das vollständige 47. 
Vierseit, das vollständige 51. 

Winkel zweier Strahlen 25. 
Wurf von vier Elementen 54. 

Zentium der Perspektivität 62. 
Zy linder,ell iptischer,parabolischer, 

hyperbolischer 17 t. 
Zylinderfläche, allgemeine 16& 
„ 2. Ordnung 172. 



Kleine mathematische Bibliothek 

aus der 

99Sainiiiluiig GOscben^. 



Jedes Bändchen elegant gebunden 80 Pfennige. 



Oeselilol&te der Mathematik von Dr. A. Sturm, Professor am 

Obergymnasium in Seitenstetten. Nr. 226. 

Arltlunetilc u. Algebra von Prof. Dr. Hermann Schubert. Nr. 47. 
Beispielsammlung cm* Aritlunetik und Algebra von 

Professor Dr. Hermann Schubert. Nr. 48. 

Bbene Geometrie mit 111 zweifarbigen Figuren von Professor 

G. Mahler. Nr. 41. 

Darstellende Geometrie I mit 110 Figuren von Professor 

Dr. Rob. Haußner. Nr. 142. 

£bene und epliärisolie Trigonometrie mit 60 ein- und 

zweifarbigen Figuren von Dr. Gerhard Hessenberg. Nr. 99. 

Stereometrie mit 44 Figuren von Dr. Glaser. Nr. 97. 

Niedere Analysla m. 6 Figuren von Dr. Benedikt Sporer. Nr. 53. 
Vierstellige Logarithmen von Prof. Dr. Hermann Schubert. 

In zweifarbigem Druck. Nr. 81. 

Analytisebe Geometrie der Bbene mit 45 Figuren von 

Professor Dr. M. Simon. Nr. 65. 

Analytiscbe Geometrie des Raumes mit 28 Abbildungen 

von Professor Dr. M. Simon. Nr. 89. 

Höbere Analysls I: Differentialreobnung mit 68 Figuren 

von Professor Dr. Friedrich Junker. Nr. 87. 

Höbere Analysis II: Integralreebnung mit 89 Figuren 

von Professor Dr. Friedrich Junker. Nr. 88. 

Repetitorium u. Aufgabensammlung cur Differential» 

reebnung m. 42 Figuren v. Prof. Dr. rriedr. Junker. Nr. 146. 
Repetitorium und Aufgabensammlung sur Integral— 

reebnung m. 50 Figuren v. Prof. Dr. Friedr. Junker. Nr. 147. 
Projektive Geometrie in synthetischer Behandlung mit 91 Fig. 

von Professor Dr. K. Doehlemann. Nr. 72. 

Formelsammlung und Repetitorium der Matbematilc 

mit 18 Figuren von Professor BUrklen. Nr. 51. 

Versioberungsmatbematilc v. Prof. Dr. Alfred Loewy. Nr. 180. 
Statik I: Die Grundlebren der Statik starrer KOrper 

mit 82 Figuren von Diplom-Ingenieur W. Hauber. Nr. 178. 

Statik II: Ange^randte Statik mit 61 Figuren von Diplom- 
Ingenieur W. Hauber. Nr. 179. 
Astronomisebe Geograpbie mit 52 Figuren von Professor 

Dr. Siegm. Günther. Nr. 92. 

Astronomie mit 36 Abbildungen und einer Karte von Professor 

Dr. Walter F. Wislicenus. Nr. II. 

Astropbysik mit 11 Abbildungen von Professor Dr. Walter 

F. Wislicenus. Nr. 91. 

Geodäsie mit 66 Abbildungen von Prof. Dr. C. Reinhertz. Nr. 102*. 
Geometrisobes Zelobnen mit 290 Figuren und 23 Tafeln von 

H. Becker, neubearbeitet von Prof. J. Vonderlinn. Nr. 58. 

0. J. Qöschen'sche Verlagshandlung in Leipzig. 



Prof. Dr. liermonn Schubert: 

Sammlung von arithmetischen nnd algebraischen 
Fragen und Aufgaben, verbunden mit einem syste- 
matischen Aufbau der Begriffe, Formeln und Lehrsätze 
der Arithmetilc für höhere Schulen. 

Erstes Heft: Für mittlere Klassen. 4. Aufl. Brosch. 

M. 1.80, geb. M. 2.25. 
Zweites Heft: Für obere Klassen. 3. Aufl. Brosch. 

M. 1.80, geb. M. 2.25. 

Ausgewählte Resultate zu beiden Heften. 2. Aufl. 
Kart. M. 1.—. 

Aufgaben aus der Arithmetik und Algebra für Real- und 
Bürgerschulen. Ein Auszug aus der Sammlung von 
arithmetischen und algebraischen Fragen und Aufgaben. 

Erstes Heft. 2. Aufl. Brosch. M. 1.—, kart. M. 1.20. 
Zweites Heft. Brosch. M. 1.—, kart. M. 1.20. / 

Erstes Heft mit Resultaten. 2. Aufl., kart. M. 1.70. 
Ausgewählte Resultate zu Heft 1, brosch. M. —.50. 

System der Arithmetik und Algebra als Leitfaden für 
den Unterricht in höheren Schulen. Brosch. M. 1.80, 
geb. M. 2.—. 

Die „Sammlung von arithmetischen und algebraischen 
Fragen und Aufgaben, verbunden mit einem systematischen 
Aufbau der Begriffe, Formeln und Sätze der Arithmetik" 
eignet sich hauptsächüch für Gymnasien, das erste und 
zweite Heft der „Aufgaben der Arithmetik und Algebra 
für Realschulen" ist für Realschulen bestimmt. Letzt- 
genanntes Werk enthält keinerlei theoretische Begrün- 
dungen, sondern lediglich Aufgaben, natürlich angepaßt 
an den Lehrgang des Verfassers, aber doch, ihrem Inhalt 
nach, mehr für Realschüler als für Gymnasiasten geeignet. 



G. J. Göschen'sche Verlagshandlung in Leipzig. 



Mathematische Mußestunden« 

Eine Sammlung 

von 

Oedttldspielen, Kunststücken und 
Unterhaltungsaufgaben mathematischer Natur 

von 

Dp. Hepmann Sdiubert, 

Professor an der Gelehrtenschule des Johanneums zu Hamburg. 

Große Ausgabe in 3 Bdn. gebunden ä M. 4.—. 
Kleine Ausgabe gebunden M. 5.—. 

Wie schon der Titel sagt, handelt es sich hier um kein streng 
wissenschaftliches Werk, sondern um ein Buch, in dem der Verfasser 
allerhand Gedanken über Dinge niedergelegt hat, die mit der Mathe- 
matik in Berührung stehen und mit denen sich jeder Gebildete oft 
und gern in seinen Mußestunden beschäftigt. Es sind ungezwungene 
kritisch-historische Betrachtungen und unterhaltende Plaudereien über 
alle möglichen Probleme und Kunststücke, die in einer auch dem 
Laien leicht faßlichen Form vorgeführt, erzählt und ergänzt werden. 

Zwölf Qeduldspiele 

für Nicht-Mathematiker 

zum Zwecke der Unterhaltung historisch und 

kritisch beleuchtet 

von 

Dp« Hermann Soliubept, 

Professor an der Gelehrtenschule des Johanneums in Hamburg. 

Originell kartoniert M. 2.—. 
Neue Ausgabe. 

In einigen dieser Spiele dürfte jeder Leser alte Bekannte wieder-j 
erkennen, die ihm arges Kopfzerbrechen gemacht haben. Kinderleichf 
wird indessen die Arbeit, wenn man den Weisungen des Verfassers 
folgt. Derselbe begnügt sich übrigens nicht mit der Schilderung der 
Spiele und der EnthüUung ihrer Geheimnisse, sondern erteilt zugleich 
sehr anziehende kulturgeschichtliche Aufschlüsse. . 

^^ O. J. Oöschen'sche Verlagshandlung in Leipzigux 
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$aninlunfl 6$$cben 



DliuDanibiinb 



6. 1. esrdini'rdi« T«rUa*haiidlima, tdpits. 



80;ef. 



Enlinnrtlb, ObnlÖMtniinl u nlilt- 
ttcMptt an Act niflttaitti^iiHi&ot 
flIabCMtc. 11 : SU Cntnildlnng ia 
l)fiUlgtn $dtg(f4|fit(> auf Oiunft 
«r CrftaniM «1 Mudglottn pulvert. 
ttaa ISM Uj j« CcamwarL ntU 

II afiMiiwifltR. xtt.>im. 

jlgunn unt I IJlfeL Hr; K6. 

ffRI«lutt*ltl|M Don n. nnibir, 
1Mfihnu3mm\tia. ülit soiilrtl^tn 
' ftfucai. nr. 2S8. 



MMIR, IHrritoi bciKSnlgLUcdiiL 
Soitralftellc für tEiEtU'SnlmftTlt ]u 

I BtiHn. mit 37 S<g. tll. 1S6. 

jltamiinrffftnrdiaft e. Prültent Dr. 
amat»«TBoigMtnB<inn.Ib.14«, 

i^ftltteln, Prof an Itr £oTitala»<ml( 
ChnmiUc, flMdluräMriDcnl bei 
' ' uiilftalion b» foifOl^tn Otf 



<wrl}auiilfti 



mm, IRatliMn 
6.Inan)nnatU,« 



Rfpttliciiiuii 6. maUinnatU, tnib. blt 
aUMtflai Smmt\Ti nnft EttiHM b. 
flTttqntietlt fligtbni, algtmtli^ni 
ilnal4tl*> *6twn OeoKctilt, SHits- 
mdrit, ttom iuMIMH«ti Sei«» 
lumcMb malb. tfi^inipH«, aiult^ 
•coBKtTU t. Cbem IL b. RmnRKb' 
9lft(niit^n.3nleBniIit^i>.ID.al|. 
BilrfUM,Ptof.amKflLF--" '- 



Dtaf. am UgL Budaninn. 
Rfinft. mit 18 Sig. ni. I 



l|UMlir4l*i von <b. TOtititi 

Oqmnatnni in Ulm. In. i»- 

ImhvUrmUiafliMm Dr.Ab.SAnop- 

m4, proM|DT an (wr jai|talaliiiric 

abtlsDoUt, fltttUungsMTk— ' 



(EbtlsDaUt, fltittUungsMilgti 
An Qawpt|tatii>n ba farltH^Ei 



. , nt.lOB. 

*r«nÄM«rt, Ba«, tm jpdtirdiin 
B«n Dr. Rntolf Xltiniiaunn Ctip}lg. 



finabnriIrttKlnult. PmtrAM. von 
Dr. Huiioll KIrtmiam in £«ipjlB. 
Ih. 2TJ. 

«MvtintRfalntkatiwi. aq4H>3n» 
taftrU U; ,I>)^(nl, imtt^J|ofa. 



Slguint ncl8& 

Mtoballi von Dr. IL R(lnf{<rtt. pro- 
ffiloi an tut ÜdlinlldKn ßoälAuU 
^nowr, mit 66 (Uibilb. «r.lUE. 

Wcaaratilitt, ^RTanpmtlitl*- von 
Dr. SEtgm. lEflntbcr, piroteS°^ "- "- 
1[ti4ni|4<n fVo^ldiuIt In tluln^n. 
mit G2 aiiblltungtn. Rt. 92. 

— — — ' " Mnlbtr, 



te.86. 

MM fl). CI). Bflrlltn, proMfoi am 
KaL Rcaldnmnallum (n Sdiivilb,- 
SmQii«. mll 31 jisuitn. nt. 350. 

— itubrufi^. kt* ~ 
Sn*. Dr. IR. Slnwh 
mit 38 abbilbungtn. 

)ttft«bmr<»n>ntiiaB j. ,»aii- 

Ittt. M««*tri* k. Ibiuiiua non 
(D. Sh. BDriltn, PtoJ. a. Rialgqmn. I. 
Sd|niab.><Emfinb. Itt S 51g. fit. 308. 

•tnacM«, Sor |UII*Mk>, n. Dr. Bob . 
ßonBn«, Prof, an btt Univtiiitiil 
Jena. I. mu 110 5iflnnn. Jü.Ui. 

— Abnu. von <E. Itlanln, ptoftif« 
am lEmnnaHuni In tam. mit 111 

Siriforb. 5^ Hl. 41. 
caltJiHat, in Iqnt^tL Bebonblukg 



$dmtnlung QSicben 
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6. % esrcbcnTcbe TcrUtfebandlimg, Hefpxfg. 



tKffiltiilffe, ^ahlfdtfi von Dr. Katl 
Brunner, Prof. am (5i)mnafium in 

Sfor3l}eim un6 prioatbosent 5er <Bt» 
iiAte an öer tLtifli. I}oc^fd)uIe in 
KarUrul)e. nr.2ao. : 

— ßatftvlfAtt^ Don Dr. f^ans (Ddel in 
augsburg. tlr. 160. 

— htn ^mtmHnlfditn |Ulii|e0 oon 

Dr. K. Hot^ in Kempten. Itr. 190. 

— ^gnifdit^ I: IfSiihtVcttttv (bU 

1500) oon Dr. $. Kune, ®berl. am 
KgL £utfengi]mn. in Berlin. Xtr. sa. 

II : i«üait«vbcv|lef^rtitikti0it 

tt. bev 9«U0i0n#kiriefle oon Dr. 

5. Kurse, (Dberle^rer amKgLCuifen« 
gi)mnafium in Berlin. Itr. 84. 

htn H# fitv Sittfl9litn0 bei» 
alten Jgitldi* (1648-1806) oon Dr. 
5. Kurjc, <DberI. am Kgl. Culfen« 
gi)mnaftum in Berlin, ttr. 85. 
fie^e auc^: Quellenfunbe. 

— gvottiiififdit^ oon Dr. R. Stemfelö, 
Prof. 0. 6. Unioerf. Berlin, ttr. 85. 

— ISHciltirftief oon Dr. f)einri^ 
Sn)obo6a, profeffor an 6er öeutfi!^en 
Unioerfit&t Prag. tlr. 49. 

— htifi 19. SaJ^ir^nnbert* o. (DsTar 
3äqer, o. Ijonorarprofcffor an öcr 
Untoerf. Bonn. 1.BÖ(^n.: 1800 -1852. 
ttr. 216. 

2.B6d|n.: 1853bis(En6e6.3abrb- 

Itr. 217. 

— fli^vael!» bis auf 6ie grie^. Seit oon 
Lic. Dr. 3. Ben3inger. Itr. 231. 

— jC0tl|riti0en«4 oon Dr. IJerm. 
Deridistoeiler, (Bei). Hegierungsrat 
in Strasburg, ttr. 6. 

— be0 alten lltmrgenlanbetf oon 
Dr. 5t. Ijommel, Prof. a. b. Unioerf. 
iriün^^en. I»t.6Bll5.u.1 Kart. nr,43. 

— Hflerreifltirdfe, It Don öerUrseit 
bb 1439 oon Prof. Dr. frans oon 
Krones, neubearbeitet oon Dr. Karl 
Ul)lir3, Prof. an ber Unio. (5ra3. 
ttr. 1U4. 



Oeriftiidtte* ifktvttiäiifäft II: Don 
1526 bis 3ur (Begemoart oon f}ofrat 
Dr. 5ran3 oon Krones, Prof, an 
ber Unio. (Bras. .Itr. 105. 

— Si^ntirdte, oon Realgi)mnaf{aI'Dic. 
Dr. 3ul. Kod) in 6runemalb. Itr. 19. 

— y^tfUrdietO. Dr. IDil^. Iteeb, (Dberl. 
am(Dftergi)mnafluminIltain5. Itr. 4» 

— $a4t|trihe« oon profeffor Otto 
Kaemmel, Heftor bes uiIoIaigi)nu 
nafiums 3u £eip3ig. ttr. 100. 

— $d|ttiei|eHril|et oon Dr. K. Dfinö* 
Ufer, Prof. o. b. Unio. 3ilri<!^. tlr. 18a 

— f^anifAftf oon Dr. (Buftao Diercts. 
Itr. 266. 

— bei? CD^entie fiel^e: (Chemie. 

— ber ittalerel fie^e: IltalereL 

— bev ittatliematilt f. : Iltat^matifL 

— ber ütttlUt fic^e: DtufiL 

— ber |laba0a0ili fie^e: p&bagogil. 

— ber yJi^fUt fie^e: pi)i}fit. 

— be# bentrdien y^ntan» f.: Homan. 

— ber brntfilten $iira4ie fie^: 

(Brammatif, t)eutfqe. 

— bej» bentfiiien Unt errM it»- 
vftftu» fisi)e: Unterri^tsnefen. 

($erii|iil|t»n>iirenrd|aft, KHnleitntt^ 
in bie« oon Dr. <Emft Bem^eim, 
Profeffor an ber Unioerfität (Breifs* 
n)alb. ttr. 270. 

®rrnnblieit«rlebre. Der menfd)li^e 
K5q>er, fein Bau unb feine TIStig« 
feiten, oon (E. Hebmann, Oberfaul« 
rat in Karlsruhe. Illit (Befunb* 
^eltslel)re oon Dr. med. f}. Seiler, 
trtit 47 abb. u. 1 tCaf. Hr. 18. 

tSemerbemeren oon tDemer Sombart, 
Profeffor an b. UnioerfitSt Breslau. 
1. II. tlr. 208. 204. 

C!lletttiil|t*meren* Htag«, Ittün}* unb 
<Bemid)t8mefen oon Dr. Hug. Blinb, 

grof. an ber Qanbelsfd^ule in Kdln. 
r. 283. 
Cmieiililtramntariltlne« llfe, oon <L 
Kin3brunnet, 3ngenieur unb Dozent 
ffir (Eleftrote<!^nit an tjtv Ittunicu>al 
Sd)ool of Sed^nologp in Htanibefter. 
mit 78 5iguren. Hr. 267. 



Simmlund 68$d)en 



3clntItganNm 
tdnDHinUanb 
e. "J. BStditn'tAt TtrUsebanilluns, l^pilg. 



80}gf. 



■ktr^nkmtkt Di>n Dr. Sri« DIiu 
Äoitl In nHm. mit 5 flbbUb. tm 
E([l un6 II ffafeliL Ib. 154. 

■»ttfiU» am Mral^va' 1i"^ 
mimn »nt aue, IDDifiiiin Don 
ffdirnbn^ n. Cottfricft Don Strafi- 
Mig. OiuDO^I au» tem bfi|. Cpoi 
mfl ninn«luna(ii nnb IDartttSudi 
«m Dr. K marolb, t>ro{. am KgL 
frittirittetoncgtum ju HSniflsfitTS 

Cetditditi 6ci bculU|«l Sptaägt non 
S^Itat l>n>fen°l Dr. W. CqoH In 
Dioicn. Ht.äL I 



Dr. Haiti 

bti Ktoft 






[t«ij|u[t ju lÜaul 

- - II( Brtcuningtle^n unb SpntoE 
Ion Dr. fiaiu nitlSti, PcDftJfot an 
ia Kl(iflci|d)ult }u mnuilitann. 
He. 118. 

- girtilnirdi(. Srunbrtl tst laltt- 
nUArn Ssrai^Iftirc non profcHoi 
DtTÖ). DolfÄ <n mogtxburg. nT.H2. 

Sitttibvdrv'ntrilli. tKr nlbf 
at not m Rusmibl unb mittel- 
teiE|bcut(At (Eraimnatlt mit hinim 
roSrletbu* nun Dt. tD. Solltet, 
Pnf. a. byUniDHfitat Hotlo«. nr. 1. 
~ lb>rnrÄ>i »an Dr. CriA Gernet«, 
Kof(tt« an t>tt Ür -- 
Prnn. Tlt.ee. 



Ünlntilitat 
tag. IR- ee. 

- iftlie a.a«\ : Itntilli^ (Ecfprai^ 
'' - Cefibud). 



rSnllnictlon publtiiue. 
- «naUrAi. Don E. £. IDbllfK'O, M. 
A, ülbetlc^rn an King tbmaib VII 
Srommai S^wl in Klnj's Ei;nn. 



- _ x, iDfhrttcbtrjnftructlDnpuli- 
Ilqnc. nr. 183. 

- Mollniirillt. Don ProftHnr fflbtHo 
S(B(oui, (DBerl(ljrtrom«9l. Snltttul 
S.S.annun3ialalnSli!«n}- lic.aig. 

- ^oniMic, mm Dr._fllfrtbo HaMI 



•utkclnntltt.-. , , 

Dr. I)«ln(. Sinjrting, Prof. an lirc 
Unüitiltiat ntaiburg. IIt. 245. 

9an*tt*atfta. |la». non Dr. nHIh. 
ttrlj, profeflor an bn Unir(r[iliit 
Semngtn. l: Sas Qanbdsperlonal 
Unb bn mannl)anb(I. Hr. 2%. 

II; DIt «ffefWnbarl» unb Mt 

inntcc fiuntictspolitlt. lic. 2^. 

Sattnonlilibtt non a. Salm, mit 
sidtn IlDltnMhigtn. Kx. 12r 

ftaxtmatta KDDjliu^atfrati 



ttibinfttat, 9Ü htmltait, 

iDtto aitpotb ZMtjr ' 

»et Untnirfitat mAnfu 






.b. 

__B3. 

. , ... .n Dr. 

3lTlt)öf Prof, an 

.._ __., mflnrur. *■- "" 

litt)! aud): IRqtliDloglc. 
'inOHi, JnoeBmr'"- 
fili«, D. Dr. «uft. I 

~. I; Diel . 

iblt nebciunHlac. I 

Cafdn. nr-SOG. 

U! a>lln(nio«len, Kaiiloljt, 

Cnngednbufttie unb Dtnoanbics. 
mit G Hafeln. Hr. 206. 
IlliflnocgniilWelWll^Pii'' 

CiTolt mit 6 llafeln. Oi. 207. 
tr »Uiliali, btr hüniU. (an- 

llctnl nnb hcalMilrUI*. I : SIas> 

iinb teramlfdft 3nbuilrle non Dr. 

6uftaD Hautet in SliailDttenbura- 

mii n ttofrtn. Hr. üss. 
II: Die 3nbujtrlt in lEnltriAni 

Baultelne unb bis mSrttls. mit 

12 (tafeln. Hr. 234. 
Sntrgriilrcdinnns mn Dr. Srtebe. 

Jiinttr, proffflor um Kailsgiimn. 

in Stuttgart, mit 89 5*9. l". 88. 
ItrtiecalttdinttnB. Ripetilorium unb 

Hufgabtnfammlung juT 3nlegrali 

»Innung iwn Dr. Srtebrtd) Runter, 

piofefloi am Kuilsgqnmalluni In 



$atnttiluiid 6$$(beii 



3« hl elegantem 
CebtiDaiiöbanö 



sojaf 



6. % €5rd»eii'rd)< TertAffsbandltmg, lUfpzfg. 



Umrffttlmttbt« gefAi^tn^ öargefteHt 
Don C <5elciq, Direftor öer t. L 
Xlautifc^en $d)ule in Cuffinpiccolo 
unö 5* Sauter, Drofeffor ont ReaU 
gi)ninaHum in Ulm, neu bearbeitet 
oon Dr. Daul Dinfe, Hffiftent 
6er (befellfqaft für €r6funoe in 
Berlin. Ittit 70 Hbbilöungen. tlr. da 

llinItcnUelb. titartin Cutber, tT^om. 
munter, unö 6as Kirqenlieö öes 
16. 3ai)r^un5erts. Husgetofi^lt 
unb mit Einleitungen unb An* 
merfungen oerfeI}en üon profeffor 
<b. Berlit, (Dberlel)rer am ITiioIai« 
gtjmnafium 3u Ceip^ig. tlr. 7. 

gllimalmnlb« I: allgemeine Klima« 
le^re von profeffor Dr. H). Koppen, 
meteorologe ber Seetoarte Hamburg, 
mit 7 tCafeln unb 2 $iq. Vit. 114. 

|l0l«ttiikl0«ril|iiltie oon Dr. Dietri^ 
Sd)&fer, Profeffor ber 6ef(^id)te an 
ber Unioerfitat Berlin. Hr. 166. 

|Urm|i0fHimt#l«lr«)r. muf{!aßf<^e 
5ormenIebre oon Stephan Kre^L 
I. II. mit oielen Hotenbeifpielcn. 
nr. 149. 160. 

dietttlfilif« oon Dr. Paul Krifc^e 
in 6dttingen. Itr. 804. 

unh ftint 9ati0lim*it« oon 

C Rebmann, Obetf^ulrat in Karls« 
ru^e. mit 6efunbneitslef)re oon Dr. 
med. I). Seiler, mit 47 Hbbilbungen 
unb 1 TIafel. Itr. 18. 

|liriftall^0ra|>l)ic oon Dr. ID. Brunns, 
profeffor an ber Unioerfitöt Straft« 
bürg, mit 190 Abbilb. Rr. 210. 

gttibritn itnlb pittviA}tptn* mit 

(Einleitung unb IDdrterbut^ oon 
Dr. ®. £. 3iric3ef, profeffor an ber 
Unioerfitöt münfter. Rr. 10. 

fiebe auA : £eben, Deutf (^es, im 

12. jaqr^unoeri 

glitltttr« 9i«, ber |(etiitinriittee« (5e« 
fUtung, 5orf(!^ung, Di(!^tung oon 
Dr. Robert S. Hmolb, prioatbo^ent 



^tüiutAtfAidite^ ilettfr<l|e« oon 

Dr. Rein(. (Bflnt^r. Rr. 66. 

lUiMfle, ilie groirlririiten, oon Carl 
Kampmann, Sa^te^rer a. b. f. f. 
(brap^ifd^en £el)r« unb Derfu^s« 
anftalt in n)ien. mit ja^Ireid^en 
Abbilöungen unb Beilagen. Rr. 7& 

gtstrifilirifl fie^c : Stenograpi)ie. 

$Sftberltimbe nun f^r^ytt oon 
Dr. 5ran3 ßeiberid^, profeffor am 
5rancisco«3oiepI)inum in Iltöbling. 
mit 14 aertförtdten unb Dia« 

§ rammen unb einer Karte ber 
llpeneinteilung. Rr. 62. 

— ber ati||erettr«i»ilirilteti ISrb-l 
teile oon Dr. 5ran3 QcibedA, Prof. 
a.5tancisco«3ofepb{numinmobIing. j 
m\t 11 tCeitfärti^en u. profU. Rr. & ! 

$iinbe#lttt«ibe tr^tt tf «ben oon Prof. ; 
Dr. 0.Kieni^ in Karlsruhe, mprofit, 
Hbbilbungen unb 1 Karte. Rr. IW. 

— be» |t4M0reiilr# #<ti|ent oon 
Dr. R). <B5t), profeffor «i ber KgL 
tCe^n. I)oqf<&uIe Rtünd^. um 
Profüen, abbilb.u. 1 Karte. Rr. 17a 

— v«n ^ritifilr-il^rbittiurilrii oon 
Prof. ur.H. (Dppeltn Bremen, mit 
13 Hbbilbungen unb 1 Karte. Rr.284. 

— n«n i6ifa%»$Mvin%itu oon Prof. 
Dr. R. £angenbe<t in Strasburg i c. 
mit 11 Hbbilögn. u.1 Karte. Rc.21&. 

— ber f berirdieti HdUrittfel oon 

Dr. 5rl^ Regel, profeffor an ber 
Unioerfitat U)Tlr3burg. mit SKdrt« 
(^n unb 8 Hbbilbung. im ITeit unb 
1 Karte^ in 5arbenbrutf . Rr. 286. 

— ppn #(lerreiil| - Ititfam oon 
Dr. HIfreb 6runb, prioatb<»ent an 
ber Unioerfitat UHen. mit lOdert« 
illuftration. unb 1 Karte. Rr. 244 

— bei» |t9ni0rei<b# ^oilireit o. Dr. 
3« Semmri^, Oberlehrer am Rcol« 
gpmnaf. in Plauen, mit 12 BJb» 
bilbungen u. 1 Karte. Rr. 26a. 

— npn $ka«ibittiii»ieit (SAioebci^ 
Ronoeaen unb Dänemarf) ooR 

gQeinriq Kerp, ttfyctt am (Bonrn» 
um unb Ceqrer ber grbfunoe agj 
omenius«Seminar $u Bonn. WM 
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müvHtmbtvti von Dr. Kurt I^af« 

fett, profejfor 5er 6eogTapl)ie an 

öer f>an6e]sl}0d)fc^ule in Köln, lltit 

16 PoIIbilbent u. 1 Karte. Hr. 157. 

fmiMvivtrdiafltidi« #»tri«lr»UI|r« 
oon €mft Cangenbeit in Bo^um. 
Hr. 227. 

fßbt»^ 9t$afaiut, hn IS. fulir- 
lumbcvt. Xttlturbiftorif^e €r« 
I&itterungen 5unt Itibelungenlieb 
unö tax Kubrun. Don profeffor 
Dr. iul. Dieffenbadier in 5reiburg 
LB. mit l tCafel unb 30 Hb« 
bObungen. Xlr. 93. 

S*mit0# «Nitttfo «fia0iti. tltit(Ein' 
bltung unb Hnmerhingen oon Prof. 
Dr. W, Botfc^. Hr. 2. 

- iüiitita V. tf ovtibf Im. mit Hnm. 
oon Dr. tComafcbei. Hr. 6. 

liillt. triieoreaf^e pbnfil II. tCeil: 
tic^t unb tParme. Bon Dr. <5ujt. 
3ager, Profeffor an ber Unioerfitat 
uHen. mit 47 Rbbilbungen. Itr. 77. 

fttvmttiv, |lli|toilt^«iilrii|«* mit 
®rammoti{, Uoerfefeung unb (Er« 
ISuterungen oon ti^. $d>auffler, 
Profeffor am Realgqmnafium in 
Ulm. Hr. 28. 

pitrai$M»htnkmlU»vht0 14. it« 15. 
MatfvlfunbttUi* Husgemfiblt unb 
erUutert oon Dr. I}ermann 3an^en, 
Birehor ber Königin £uife*S(^uIe in 
Königsberg t. Dr. Hr. 181. 

— ht0 16. M^livhnnhtvt* I : ittitr- 
tin gitt$tr, 9ii0m. Vtiwfntv it« 
ha0 |tiiril|«nlif^ ^«# 16« Malfv- 
hwf^ttf^* Husgera&^It unb mit 
Einleitungen unb »nmer!ungen oer« 
fe^en oon Prof. <b, Beritt, (Dber* 
lebrer am tli!oIaigt)mnafium 3U 
£et)^ig. Itr. 7. 

W^UiMiwl^tnkmültv ^«# 16* fulir- 
l|imbcH#II:||iitt*ikuit** Aus« 
geiofi^lt unb erl&utert oon Prof. Dr. 
3uL Safyc. Vit, 2L 

III: y^tt ^vitnt bi0jf0lUU' 

^wit mtvtp00 4tnb itüvtL Hus« 
geiD&^It unb erläutert oon Prof. 



I. (Teil: Bie Citeraturen (Dftafiens 
unb 3nbiens o. Dr. Bt. ßaberlanbt, 

grioatbosent an ber Unioerfitat 
Ken. Hr. 162. 

— IL TCeil : Bie Literaturen ber per* 
fer, Semiten unb (Cürfen, oon Dr. 
m. I)aberlanbt Prioatbo3ent an 
ber Unioerfitat IBien. tlr. 163. 

$itcrittttrgcrdiid|tc« fleittrdif, oon 
Dr. Uta; Ko<^, profeffor an ber 
Unioerfitat Breslau, tlr. 31. 

— anttfili«« ber |klanrUi«rt«tt oon 
Carl tBeitbred)t, profeffor an ber 
(Ce^n. f)od)fd)uIe Stuttgart. Hr. 161. 

— flmtrilK, h$* 19. fa^rlrttttbevt» 
oon (Carl tBeitbred)t, profeffor an 
ber t[e6mfd)en ßod)f(&ule Stuttgart. 
I. IL Ur. 184. 186. 

— IfBngUrdi«, oon Dr. Karl n)eifer 
in n)ien. Itr. 69. 

(Brunbjfige unb ßauptti}pen ber 

englif<!^en £iteraturge|(^i(^te oon Dr. 
Hmolb nt tn. S^roer, Prof. an ber 
f)anbels^0(i)f(^ule inKöln. 2 (Teile. 
Ilr. 286. 287. 

— ^Uvirdfifflt«, mit Berüdfic^tigung 
ber 6ef(i^id)te ber n>iffenf<^aften 
oon Dr. Hlfreb (bttdt, prof an 
ber Unioerfit&t ^reifnoalb. Itr. 70. 

— ^aiitnlfdft, oon Dr. Karl Boiler, 
profeffor a. b. Unioerfitat I^eibel' 
berg. Itr. 125. 

— Horbifd»«, I. (Ceil: Bie islönbif(^e 
unb nortoegif c^e Citeratur bts tttittel« 
alters oon Dr. IBoIfgang (5oItl)er, 

grofeffor an ber Unioerfitat Hoftod. 
r. 254. 

— V^rtisgU^rdte« oon Dr. Karl oon 
Hein^arbftoettner, Prof. an ber Kgl. 
(Ced)n.I}od)fc^ule tlltfinc^en. nr.2i8. 

— ISrnttifdie^ oon Dr. i)ermann 
3oa(!^im in Hamburg. Itr. 52. 

— |(ttriftrd|«, oon Dr. weorg polonstii 
in ntfinc^en. Itr. 166. 

— ftlftttifdie, oon Dr. 3ofef Karäfe! 
in BOien. 1. TTeil: Altere Citeratur 
bis 3ur IBiebergeburt. Itr. 277. 

2. (Teil: Bas 19. 3abrlj. Itr. 278. 

— ^panlfdft. oon Dr. Rubolf Beer 

rr. «vkt^^ «■ TT «Y.. -ton -tno 
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g^0«iritl|iitfit. Dierftellige (Cafeln 
unb iBeocntafeln für logarttl^mif^ 
unö tdgonometrtfc^es He(!^ncn in 
ipei 5atb<n ^ufammengeftellt oon 
Dr. ^ermann S<!^ubert, profeffor 
an 6cr <5eIe^Ttenfc^uIe 6. 3o^an« 
neums in ßantburg. Ilr. 81. 

g^flilt* Pfijqologie unö Cogif )ur 
€infübrung in 6ie p^Uofopt)ie 
von Dr. til). (Elfen^ans. ntit 13 
5iguren. Itr. 14. 

gtnUitv, SKuttiit« ilr«itt. Mwmtt 

fulrvl^nttbevt^. ausgeii>ai)It unö 
mit Einleitungen unö Hnmertungen 
oerfelien Don Drof . <B. Bcrlit, Ober« 
lebrer am uilolaigijmnafium 3U 
£eip3ig. Itr. 7. 

ittitfliimiMim». (Ebeoretif<!^e P^qfit 
lU. (EeU: (Eleftristtiit unö tnagnetis« 
mus. Don Dr. 6uftat) jäoer, 
Profeffor an öer Unioerfität Xmtn. 
m\t 33 HbbUÖ. nr. 7a 

ittaUtrti, mtfdiUtfU htt, I. IL 1IT« 
IV. y« uon Dr. Ri^. Ittutf^cr, pro« 
feffor an öer Unioerfitöt Breslau, 
rir. 107-111. 

ittcUffrH. Brauereitoefen I: ITtälserei 
oon Dr. Paul Dreoerljoff , Direftor 
ö. öffentl. u. I. Sä(^f. Derfuc^sftaiion 
für Brauerei u. tllöl3erei, fonie öer 
Brauer« u Tnäl3erfd)ttle 3U 6rimma. 
Hr. 803. 

^afAiUttntUmtnktt {it. Kun« 

gefaxtes £ef}rbu^ mit Beispielen für 
as Selbftftuöium unö öen praft. <Be« 
brauA oon $t. Bartl), (Dberingenieur 
in Itiimberg. Ittit 86 5ig- Hr. a 

wtfen oon Dr. auguftBIinö, prof. 

an öer I)anöelsf(^ule in Köln, nr.283. 
^afltmaitift oon Dr. Otto Hd()m in 

Stuttgart. Itr. 221. 
^ffUtUviaipvüfun^^wtftn* ^nfül)r. 

i.ö.moö. tCed^ni! Ö.Iltaterialprüfung 

oon K. Ittemmler, Diplomingenieur. 

St&nö.ntitarbeiter a. KgLllTaterial« 

firüfungsamte 3U <Bro6«Ci(^terfeIöe. 
: IRaterialetgenfc^aften. — 5eftig« 
feitsoerfui^e. — Hilfsmittel f. Settig« 
teitsoerfu(!^e. inU565ig. Hr. 811. 



i ö. moö. (Ted^nil ö. Dtatcriolprüfung 
oon K. Ittemmler, Diplomingenieur. 
St&nö. Ittitarbeiter a. KgL Btatcrial« 
Drüfungsamte 3U Oroft-Ci^terftlöe. 
II: luetanprflfung u. Prüfung von 
Qilfsmateriolien ö. Illaf^inen&aues. 
— Baumaterialprüfung..— Papier* 
Prüfung. — SAmiermittelprü^ing. — 
(Einiges über ntetallograp^ie. Ittit 
31 Figuren. Itr. 812 

illi»il|«iitiKtilt, BtfdfiäiU htVt von 
Dr. H. Sturm, profeffor em Ober» 
gqmnafium in Seitenftettcn. Hr. 226. 

mtdiatOk. (Tl^eoret. pf^t)fit I. ICett: 
Itte<!^ani! unö Afujtil. Don Dr. 
(Buftao 3&ger, Prof. an öer Unio. 
IDien. mit 19 AbbUÖ. Hr. 7& 

ill«ev«40»lmttb», piim^fAitt von Dr. 
Oer^arö Sd)ott, Hbteiluns^orfte^er 
an oer Deutf^en Seemarte in Qam« 
bürg, mit 28 Hbbilö. im tLtj[t unö 
8 (Eafeln. Itr. 112. 

ilil«nrttn0)Mtt(tl|0bcttt 9Jr9(Uialirii|t 
o. Dr. tDU^etm Babröt, OberIei}rer 
an öer Oberrealfqute in Orog« 
Cid^terfelöe. mit 49 5ig- Itr. Hiil. 

^tttdit (HnorganiJ(!^e(Ef)emie2.tren) 

0. Dr.OsfarS(^mtöt Öipt3ngenieur, 
Affiftent an öer Königl. Baugeujerb 
f(i)ule in Stuttgart Itr. 212L 

ittctaU0ib« (HnorganifAe C^ntie 

1. (Tein oon Dr. Osfar Sqmiöt, öipl. 
Ingenieur, Hffiftent an öer KgL Tßauß 
gen)erffd)ule in Stuttgart, ftr. 211. 

HUte^tfl^gU oon Dr. ID. (Erobert, 
Profeffor an öer UnioerfitSt 3nns* 
brud. mit 49 HbbilÖungen unö 7 
tCafeln. Itr. 64. 

illht«ritl00i« oon Dr. R. Brauns, 

grofeffor an öer Unioerfität KieL 
tu 130 abbUöungcn. Itr. 29. 

^Ktottf fttttg ttn^ $inrtiil|Mflifititg. 

IDalt^er o. ö. Dogelioeiöe mit Rui» 
loabl aus minneumg unö SpruÄ* 
öic^tung. mit Hnmerhingen uno 
einem IDörterbud^ oon Otto 
(büntter, profeffor an öer Oberrcal« 
f^ule unö an öer üc^n. f^od)fd)uU 
in Stuttgart Itr. 23. 
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ft0t0tti« htr flflait|f lt. Don Dr. 

ID. Dtlgular Prof. <l 6. Sorftaf aöemie 

Cif^noä. nfit 50 H6biI5. Hr. 141. 

iUwrtvcrttt* Tttog«, infin3« un5 <Be« 

nrt^^isiDefen von Dr. - Hua. Blinö, 

grofeffor an 5er Qan6els{d)ule in 
öln. Hr. 283. 

Üitimcvt 0l|0itti>#. Dlartin Cutber, 
tE^mas Ittumer un6 5as Kirt^enlieö 
öes 16. 3al)r^. Husgema^It unö 
mit €{nleitunaen un6 Hnmerfungen 
oerfeben t>on prof. <b. Berlit, (Dberl. 
am Itifolaigijmn. 3u £ei)>3t9. ttr. 7. 

üitfUt« it^tfä}UMt htv aittn nn^ 
«ititttlaltcrliilitit, oon Dr. A. 
mS^ter. mit 3a|)Irei(^en HbbUb. 
unb muflfbeilagen. Hr. 121. 

rcW^n^ittire) o. Stepban Kre^I. 
IL mit vielen Itotenoeifpielen. 
ttt. 149. 160. 
fßUnlÜ^ntfdfldfU tft0 17. ittt^ 18. 
|Lal|vl|tttt^<H» oon Dr. K (Bruns« 
R) in Stuttgart, llr. 239. 

— ht0 19« f alivl^im^ert» oon Dr. 
K 6run8h) in Stuttgart. I. II. 
tlr. 164. 165. 

yiiiJUiUbvf«|Ula«we{ttf« o.StepI)an 
l6rc^I in Ceipsig. ttr. 220. 

SHnt^dil^dUt Ocrmanifilie, oon Dr. 
€ugen mogf, Prof effor an 6er Uni' 
oetfitat £eip3ig. Itr. 16. 

— ^xitdtifAit ttnb rdsttifdie, oon 

Dr. ßerm. Steuölng, profeffor am 
Kgt (oi}mnafium in u)ur3en. Hr. 27. 

— fie^e aaän: Ijelöenfage. 
IMtaült. Kurser Hbrig bes lägli^ an 

Borb oon Qanbelsidiiffen ange« 

loanbten (Eeils ber Sai{ffal)rtsfunoe. 

Don Dr. 5ran3 Sd)ul3o, Direftor 

ber ttaoigation$«S(^uIe 3U £fibed. 

mit 56 Hbbilbungen. ttr. 84. 
yUttltttttff« jler, ydt in Husioabl 

unb mittelboAbeutfil^e (brammatu 

mit hir3em IDorterbud^ oon Dr. TD. 

<boItl)er, profeffor an ber Unioerfit&t 

Hoftod. ttr. 1. 
fie^e auA: Ceben, Deutf^es, im 

12. 3a^r^unbert. 



Psttoflitttf *n oon Prof. Dr. 3. Behrens, 
I;orft b. (Brogl). lanbtoirtfd^aftli^n 
Derfud)sanftalt Huguftenberg. tltit 
53 5iguren. ttr. 128. 

|l£ba0O0ilt im 6runbrig oon pro« 
effor Dr. ID. Rein, utreftor bes 
^abagogif(]^en Seminars an ber 
nioerfitöt 3ena. ttr. 12. 

— ißtfdfidiit ^cr. oon Oberlehrer 
Dr. I) . tPeimer in tDiesbaben. ttr. 1 45. 

llalilontoli^Qie o. Dr. Rub. I}oemeSf 
Prof. an ber Unioerfität (bras. mit 
87 AbbUbungen. ttr. 95. 

|ll(trftU»l|icrriiflttitie. Rec^ttoinKige 
unb jc^iefioinnige Hronometrie oon 

grof effor 3. Donberlinn in Breslau, 
ttt 12l5iguren. ttr. 260. 
Pttfptktiift nebft einem Anbang üb. 
Sqattentonftruftion unb Parallel« 
perfpeltioe oon Ard)iteft Qans 5ren« 
cerger,(DberIeI)rer an ber Baugeioeri« 
{(^ule Köln, mit 88 Hbbilb. Hr. 57. 
Pttta^tttpltie oon Dr. tD. Brubns, 

grof . a. b. Unioerfität Strasburg i. €. 
tit 15 flbbilb. Rr. 178. 
fd^ante« |li«« i^r Bau unb ibr Ztbtn 
oon (Dberlel)rer Dr. (L Dennert. 
mit % AbbUbungen. Rr. 44. 
|lfliinfctibi0if gi« oon Dr. VD. migula, 

grof. a. b. 5orftafabemie €ifena(b. 
tit 50 Abbilb. Rr. J27. 
lfifiau%tukvanktitiUn o. Dr. tDemer 
Sriebrid^ Brud in (Biegen, mit 
45 Abbilbungen unb 1 färb. tCafeL 
Rr. 310. 

»He ttnb -V^ti^^tt^U von Dr. 

VD. migula, profeffor an ber 5orft« 
afaöemie (Eitena^. mit 50 Ab* 
bilbungen. Rr. 141. 

|lflati|ettir«iil|, |la#« (Einteilung bts 
gefamten Pflan3enreid)s mit ben 
n)i(i)tigften unb befannteften Arten 
oon Dr. $. Reinecte in Breslau unb 
Dr. ID. migula, Drofeffor an ber 
5orftaIabemie (Eifenad). mit 50 
5iguren. Rr. 122. 

|lflait]«ttioclf, flie, htr ^tmafftv 
oon Dr. R). Iitigula, Prof. an ber 
5orftafabemie (Eifcna«!^. mit 50 Ab- 
bilbungen. Rr. 158. 
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|ll|i»mti»lt0tfti0fle. Don Hpot^eler 
$. $AmitT|)enner, Hffiftcnt am Bo« 
tan. jfnftitut 6er tCedtni^en Qo<l^' 
f(^ule Karlsruhe. Itr. 261. 

PllU«f«pflit^ tEittfftliiMtna in IbU, 

oon Dr. Vdat tDenifd^er, Drof . a, b. 
Unioerfität Königsberg, tlr. 281. 

— Pft)AoIog{e unb £ogif jur (Einfuhr, 
in bie pbiIo(opt)ie oon Dr. tCfi. 
€Ifen^ans. mit 13 Siq. Hr. 14. 

|IJ|0ttf0ra|i%it. Don Prof. Q. Kegler, 
5ad)Ie^rer an ber f. t (Brapbifdten 
Cebr* unb DerfuAsanftalt in iDien. 
mit 4 daf ein unb 52 Hbbilb. Itr. 94. 

j, fOft^vtHfOit^ I. (Teil : me^a« 
nü unb Ahiftil. Don Dr. (Suftao 
3ager, profeffor an ber Unioerfitot 
©ien, mit 19 Hbbilb. Hr. 76. 

II. (Cell: Ci^t unb IDärme. Don 

Dr. (Euftao 3figer, profeffor an ber 
Unii).roien.mit 47 flbbilb. Hr. 77. 

in. (Teil: (Eleltri3ität unb magne« 

tismus. Don Dr. (Buftao 3&9^r, 
Prof. an ber Unioerfität IDien. mit 
33ÄbbUb. tlr. 78. 

— f^tfMdfit Iber, oon H. Kiftner, 
profeffor an ber (5ro|I). Realfd)ule 
3U Sinsheim a. C. I: Die P^i)fit Ms 
Ilemton. mit 13 5ig. tlr. 293. 

II: Die Pbofil oon Iteioton bis 3ur 

<Begentoart. mit 3 5i9uren. tlr. 294. 

oon <B. titaqler, Prof. b. mattem, 
u. Pbqfif am <Bi)mnafium in Ulm. 
mit ben Refultaten. tlr. 243. 
Miffllialirifae gPvmtifammUm^ 
oon <B. ula^Ier, Prof. am <&i)m« 
naftum in Ulm. tlr. 186. 

o. Dr. tDil^elm Babrbt, 0berIe^rer 
an ber (Dberrealffflule in <5rog» 
£i(f|terfelbe. mit 49 5i9- tlr Sui. 

yiajlili« 9if t ^^^^ ^bttihlanS^tti oon 

Dr. ßans Stegmann, Konferootor 
am (Berman. tlationalmufeum «u 
tmmberg. mu 23 (Eafeln. nr.ll6. 

|l0ctili, 9€Utfdit^ oon Dr. KBorinsÜ, 
Dojent a. b. Unio. münden, tlr. M. 



ppftntunHtvtvti* trcrtil«3nbuftrie II: 
n)eberei, tDirfcrci, pofamentiereref, 
Spieen« uqb 6aroinenfabrifalion 
unb 5U3fabrifation oon ProfefTot 
Vlla;i£ (Sftrtler, Direftor ber KomqL 
<Ee<bn. Sentralftelle f&r t[ertU«3nb. 
3U Berlin, mit 27 5i9- Ilr. 18& 

^fudi^lt^t muh i^gili jur (Einfilbr. 
m bie P^Uofop^ie, oon Dr. ttb. 
Clfen^ons. mit 13 $i^ Ttt. 14. 

Ififndi^plnifkk^ Hvtittlbrill ¥«r, mm 
Dr. (6. $. Ctops in Ceipsig. Dlit 
5 5i9uren. ur. 9a 

^umptn^ Jr9^ritiiHril|e mi^ imctt- 
«ttttirdie llitliittttt. €in (ur3cr 
überblid oon neoterunasbaumeifter 
Rubolf Dogbt, (Dberleqrer an ber 
fgl. ^oberen mafAinenbauf^uIe in 

gofen. mitsa^IreiqcnHbbllöungm. 
t. 290. 

fJtiMiU oon Dr. Carl 3<>cob, Prof, 
a. b. UnioerfitftttEilbingen. 2 B&nbe 
nr. 279. 28a 
llfiittteti. gti mfm i Utit i/ily»#t oon 
Hid^arb 3uft, (Dberleqrer an ber 
öffentlichen Qanbelsle^ranftalt ber 
DresbenerKaufmannfdtoft. I. II. IIL 
tlr. 189. 140. 187. 

iUilit ^*# 0St9t$vtUtitu I9tr«%- 
lrtul|«#. Diertes Bud| : 5(nnilien« 
red^t oon Dr. Qeinrid^ triebe, pro* 
feffor an ber Unioerfitftt <5ottingcn. 
tlr. 305. 

|Uilti#l<l|ir«« |lU««itwHt«« oon Dr. 
tr^. Stembera in <E^artottenburg. 
I : Die met^oe. tlr. 169. 

— n : Das Stiftern, tlr. 17a 

0ctti»rMiilte, oon 3- tleuberg, 
KaiJerL Regierungsrat. mitglieb bes 
Kaifertpatentamts suBerlin. tlr .271 . 

yithtUlittt 9«ittr<ltf , 0. I^ans Probft, 
(Somnafialprofeffor in Bamberg, 
mit einer f afel. tlr. 61. 

iMie« oon D. Dr. VXof CÖ^r, Prof. 
an ber Unioerfitat Breslau, tlr. 292. 

— 9tibirdf*t oon profeffor Dr. €b> 
munb Qarbp. tlr. 88. 

fie^e auq Bubb^. 



Sammlung QSscben c^'rr 80]af. 

^ ©. T edfchdiTche TerUgsbandlung, Leipzig. 



tttraUii^fitlbjrtt, oon Prof. Dr. (E^. 
HAttis in Bremen. Hr. 266. 



im. <BefAi^te6.öeutf(^enHontan$ 
oon Dr. Ilellmutl) ntiette. tlr. 229. 

oon Dr. €rid^ Bemeler, profeffor an 
6er Unioerfltät Prag. Hr. 6a 
|btnir<M# ^tftbuAi mit (ßloffar oon 
Dr. Cric^ Bemefer, profeffor an 6er 
Unioerfitat Prag. Hr. 67. 

fie^ auq: vrammatiL 

^mll^. i^ant, HusgetDa^It un6 er« 
läutert oon Prof. Dr. 3uliu$ Sal^r. 
Hr. 24. 

$8it0tti«9*. Das (Tierreit^ I : Sduge« 
tiere oon (D6erftu6ienrat Prof. Dr. 
Kurt £ampert, Porfte^er 6es Kgl. 
Zlaturalienfa6inetts in Stuttgart, 
mit 15 a6biI6ungen. Xlr. 282. 

^Jti€Mtnk0nft9ukH0ntn o. Prof. 3. 
X)on6erIinn in Breslau, mit 114 5ig. 
Hr. 286. 

inhtvmltvmtlt* €rfte (Einführung 
in 6{e tierifc^e Sd^maro^erfunöe 
o. Dr. 5ran3 o. IDagner, a. o. Prof. 
a. 6. Unioert. (Biegen, mit 67 a6' 
bU6ungen. tlr. 151. 

$il|ttltt 9i« htPifäit, im 3ltt#lanl6f , 

oon ^ans Hmrliein in t^aUe a. S. 
Hr. 269. 

P^^ipvtiffiif* met^oMt 6er Dolfs« 
f^ule oon Dr. H. Seifert, Seminar« 
Oberlehrer in Hnnaberg. tlr. 60. 

l^itttrlUiii« fl^mpiitifflmuik oon 
f)ans 3afo6 (EI)riftoffeI o. (5rimmels« 
Raufen. 3n Husioal)! ^erausaegeb. 
oon Prof. Dr. $. Bobertag, tfo3^nt 
an 6er Unioerfität Breslau. Hr. 188. 

S^jri0l00U oon Prof. Dr. tCI)omas 
Hc^elis in Bremen, llr. 101. 

$|rt%«iifaliviltiiti0tt. (Eerti(«3n6uftrie 
II : tDeberei. n)irteret, Oofamen* 
tiererei, Spitjen« ttn6 (oaröinen« 
fabrüation un6 ^ilsfabrifation oon 
profeffor mar 6firtler, Direhor öer 
Kdnial. I[ed)nifd)en Sentralftelle für 
(Cecti&3n6uftrie ju Berlin. Vm 27 
Siguren. Itr. 186. 



$inriiil|betilttit8Ur« tS«tir<lrtt mit 

(brammatil, Überfettung un6 €r* 
I&uterungen o. Dr. ßerm. 3an^en, 
Bireftor 6er Königin tuife»S(^ule in 
Königsberg i. pr. Hr. 79. 

^vaäiwifftnfdittfti ^tvmat^fdit^ 

0. Dr. Hic^. Coeoe in Berlin, tlr. 23a 

— fttbtfrgenttaniriit^tO- Dr. R. Hierin« 

äer, Prof. a 6. Unio. (bras. mit einer 
afei. Hr. 69. 
$|rrail|ii>inreitrd|ikft« It^muttirilte; 
oon Dr. Höolf Sauner, Drioatöosent 
an 6er Unioerfität IDten. I: £aut« 
Iel)re u. tDortlel^re I. Hr. 128. 
II : IDortleitre II u. Sqntqr. Hr. 260. 

— ^tmfHfditt oon Dr. (L Brodel* 
mann, profeffor an 6er Unioerfität 
Königsberg. Hr. 291. 

$tikat»r<fl|<i |lvtit|Hr<i|t#, oon Dr. 

5ri^ Stier«SomIo, profeffor an 6er 
Unioerfität Bonn. 2 (Eeile. Hr. 298 
u. 299. 

^antmtikkmiht^ ^ndfdu, oon 
Dr. Huöolf muA, a. o. profeffor an 
6. Unioerfität IDien. mit 2 Karten 
un6 2 (Eafeln. Hr. 126. 

$tittilt« I. TTeil : Die (Brun6Ie^ren 6er 
Sia"^ ftarrer Körper o. tX>. Kjauber, 
b^Iom. 3ng- mit 82 5ig. Hr. 17a 

— n. tleil: Hngewanöte statit. Hlit 
61 Figuren. Hr. 179. 

^tnMfttpliit naän 6em Softem oon 
5. X. (Babelsberger oon Dr. Hlbert 
Schramm, mitglieb 6es Kgl. Stenogr. 
3nftituts Bresöen. Hr. 246. 

— Ce^rbud^ 6er Pereinf achten Deutf^en 
Stenographie ((Einig.'Softem Stohe« 
Sdtrei)) nebft S^lüffel, tefeftüden u. 
einem Hnl}ang o. Dr. Hmfet, (Dber* 
lebrer 6es Kaöetten^aufes (Dranien» 
fteln. Hr. 86. 

^tvtüditmU oon Dr. (E. IDeöeMnö, 

8rof effor a. 6. Unioerfitöt Tübingen. 
tit34HbbU6. Hr. 201. 
$itvt0meivlt oon Dr. R. (blafer in 
Stuttgart, mit 44 5iguren. Hr. 97. 

$tiUtitnbe oon Karl (Dtto fjartmann, 
(beioerbef^utoorftanö in Cai^ri mit 
7 Bonbilbem un6 196 (Te^inu« 
ftrationen. Hr. 80. 
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y^Iit#tiiivtrAfift0|^0liÜlt oon Pi 
T{5ent Dr. R. oan 6er Borgl)i in 6 
Uli. tlclTT. 

^aWftixüUht aia#« im Dersma|e 
5et UrfArift fiberfe^t un6 erläutert 
Don Prof. Dr. Q. nitbof. Oberlehrer 
o. Healgi)mnafium LlDeimar. Itr.46w 

IPIttflliev 9ün htv yogjelfutibe mit 
Httsioa^l Otts ntlnnef ong u. Spru^ 
bidjtung. mit Hnmertungen un6 
einem tDSrterbu^ oon Otto (büntter, 
prof.'O. b. Oberrealf<!^uIe unb a. b. 
aed)n. Qod)fc^. in Stuttgart. Ilr. 23. 

Ullar^itlmitibc, oon Dr. Karl fjaHatf, 
profeffor an ber IDiener Qanbels« 
af abernte. I. lEeil: UnorganifAe 
IDaren. t)tit40HbbiIbungen.nr.222. 
> H. tCeil: Organif^e tDaren. tltit 
36 Hbbilbungen. Ilr. 223. 

mSriit«. tE^eoretifdje pi)i)fit n. (Cell: 
£i^t unb IDärme. Pon Dr. (Buftao 
3figer, profeffor an ber Unioerfitöt 
IDien. Ittit 47 AbbUb. Hr. 77. 

^9rm$Ulftt: 0eil|itir4|e« (9>fitv- 
nw^tm^itnk) oon K. tDalt^er u. 
m. Rbttinger, Dipl.»3ngenieuren. 
mit 54 Siguren. Hr. 242. 

fßBfOitvti. (TertUOnbuftrie III: 
IDfifAcrei. Bleiqerei, Särberei unb 
«I)Te^ilf$Ttoffe DonDr.tX)Uf(.tnaJfot, 
Clebrer an ber Preuft. f(öl). 5o4fQule 
für tCestainbuftrie in Krefelb. Itlit 
28 510. Hr. 186. 

iHalffir, 9i^f nnb feine üermenbung 
in 3nbuftrie unb <Ben>erbe oon Dr. 
Cmft £eb<r, DipL«3ngen. inSaalf elb. 
mit 15 Obbilbungen. Hr. 261. 



^tbttH. trqrtU«3nbuftrie 11: tDe« 
berei, IDinerei, Oofamcntiereret, 
Spitzen» unb <Barbinenfabrifation 
unb 5il3fo6ritation oon profeffor 
mar (bimler, Direftor ber Königl. 
(Cecfn. 3entralfteIIe f&r tCertiUJn* 
buftrie 3U Berlin. IRit 275ig. Ilr.186. 

||»irl»r«i. ([e|^3n6uftrie U: Wt» 
berei, IDirferei, pofamentiererei, 
Spieen« unb (Baroinenfabrifation 
unb 5il3fo6ri!ation oon profeffor 
mac 6ürtler, Direftor ber KontgL 
(Ce^n. Sentralftelle füt tCextil'Jiu 
buftriesuBerlin. intt275ig. nr.185. 

fiffilfvam Pün fBfditnbtUk* tknU 

. mann o. Hue, tDolfram o. Cfqen« 
ba<i^ unb (Bottfrieb oon Strasburg. 
Hustoa^l aus btm ^5f. <h)os mit 
Hnmerfungen u. DDörterbuq o. Dr. 
K. marolb, Prof. a. Kgl. 5rtebricbs« 
lolleg. 3. Königsberg i pr. tlr. 22. 

fffBvttvfmäi naq ber neuen beutfc^en 
Re^tfAretbung oon Dr. ßeinriA 
Klenj. nr.200. 

— ^tutfd$t0, oon Dr. 5erb. Detter, 
Prof. on b. Unioerfität präg, nr.64. 

^twitnfdfnit oon Prof. K Kimmi^ 
in Ulm. mit 17 (Cafein in tCon«, 
Sorben* unb 6olbbru(t u. 135 PoH* 
unb tCectbilbern. Rr. 89. 

Seidfnfttt Of0iitftrir<lt<#r oon f^. 
Be(ter, Hrc^iteft unb teurer an ber 
Baugemerffc^ule in Rtagbeburg, 
neu bearb. o. Prof. 3- Ponberlimtf 
biplom. unb ftaatl. gepr. 3ngenieur 
in Breslau, mit 290 5ig- unb 23 
TCafeln im (Ce^. Rr.58. 



©eitere Bänbe erf^einen in raf^er 5^19^. 



